OVNING 4 - DIFFTRANS DEL 2

ERIC AHLQVIST

CONTENTS

1. Fouriersystemet ar komplett|
[2.__Approximation av polynom|

3. Fouriers problem och separation av variabler]
[4Variation av Fouriers problem|
[References]

QU= DN N =

1. FOURIERSYSTEMET AR KOMPLETT

Vretblad 5.14. Anvénd resultatet i uppgift 4.13 for att berdkna summan

> e
2o (n2 —1)2°

Lésning. Lat f(t) = |cost| som i uppgift 4.13. Vi beréknade dess Fourierserie:

2 4 (—1)n
Ft)~ ==~ nz::l Tz cos(nt).
Enligt [Vre03, Theorem 5.8] sa ar systemet {cos(nt), n > 0;sin(nt),n > 1} fullstdndigt
i L?(T) och enligt [Vre03, Theorem 5.4] sa géller Parsevals formel (fullstindighet-
srelationen). Denna siger i detta fall att

16 — 1

8
2_ % 1Y
P = + 2 2 ey

(hiir dr det litt att tro att det ska vara 4/72 istilllet for 8 /7% men notera att ON-

systemet &r 1/v/2, cost, cos2t,...). Om vi beriknar ||f|| med inre produkten far
vi

7l =1

vilket foljer av att
cos?(nt) = ((e™ + e~ /2)?
_ (e2int + 672int + 2)/4
= (cos(2nt) +1)/2

och darmed far vi
o

1 1,
@z—1z 16" Y
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n=1
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2. APPROXIMATION AV POLYNOM

Sats 2.1 (Weierstrass). Lat f: [a,b] — R vara en kontinuerlig funktion dér [a,b]
ar ett kompakt intervall i R. Fér varje e > 0 sa existser ett polynom p(x) sadant
att

Ip(a) = fla)] <e
for alla o € [a, b].

Vretblad 5.18 a). Hitta bista approximationen i L?(—1, 1) med polynom av grad
< 3 till stegfunktionen H(z).

Losning. Inre produkten ges har av

(f.g) = /_ S,

Som vanligt vill vi hitta en ortogonal (eller ortonormal) bas till det delrum som
spanns upp av alla polynom av grad < 3.

(1) Valj &, = 1. Vi har ||5;]|> = 2 och viljer v; = 1/v/2.

(2) Vilj 9 = 2 — (z,v1)v; = x eftersom z &r udda. Vi har ||92]|> = 2/3 och
viljer darfor vy = /3/2.

(3) Vilj 03 = 2% — (2%, v2)va — (22, v1)v1 = 2% — (22, v1)v; = 2% — 1/3 eftersom
x3 dr udda. Vi har [|03]]2 = 8/45 och villjer vz = 1/45/8(x2 — 1/3).

(4) 0g = 2% — (23, v3)v3 — (23, v2)va — (23, v1)v1 = 23 — (23, v3)ve = 23— (3/5)x
eftersom 2% och x° bada #r udda. Vi har ||54]|? = 8/175 och viiljer vy =
V175/8(x3 — (3/5)x).

Det aterstar nu bara att projicera stegfunktionen pa var ortonormala bas. Vi
har att

2

(1) (H(z),v1)v1 = (1/2) [y do = 1/2;

(2) (H(z),v2)v2 = (3/2)z [y adx = (3/4x);

(3) (H(x),v3)v3 =--- [} (22 —1/3)dzx = 0;

(4) (H(x),v4)vq =--- = —(35/32)(2® — (3/5)z);

vilket ger att det sokta polynomet ar
1 45 35 4
——z°.

pE) =5+ 337 3

3. FOURIERS PROBLEM OCH SEPARATION AV VARIABLER

Fouriers problem handlar om att forsoka hitta en funktion u(x,t) som beskriver
varmen i punkten x vid tiden ¢ i en tunn, rak staltrad av langd . Det formulerades
som foljande begynnelsevardesproblem:

(B) up =Ugy, O<z <7, t>0;
(B) u(0,t) = u(m,t) =0, t > 0;
(I) w(z,0)=f(z), 0<z<m.

Fouriers idé var att anta att w &r en produkt av tva funktioner, en beroende enbart
av x och en beroende enbart av t, dvs

u(x,t) = X(z)T'(¢).
Ekvationen (E) kan da skrivas om till en ekvation
T'(t)  X"(v)
()  X(z)
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Eftersom denna ekvation géller for alla ¢ och alla z s& maste bada sidor vara kon-
stanta. Detta ger tva ekvationer:

T'(t) — AT(t) =0
W X"(z) = AX(xz)=0.

Den forsta ekvationen har tva 16sningar T(t) = e diir e ar ofysikalisk eftersom
virmen bér avta med tiden. Dérfor viljer vi T(t) = e~ som en 16sning.

Vi ér fria att variera A och om vi viljer att skriva A = n? och utvidgar X (z) till
en udda funktion far vi att

X (x) = by sin(nx)
ar en 16sning dar b,, ar valfri konstant. Detta ger att
Up(x,t) = bpe "t sin(nt)

ar en 16sning till systemet (1) for A = n2.
Om vi véljer n till att vara ett heltal sa ser vi dven att denna l6sning uppfyller
randvérdena (B). Déarfor uppfyller d4ven varje summa

Zb e ™ sin (nt)

bade (E) och (B). Slutligen vill vi ha en 16sning som &ven uppfyller (I). Om vi
utvidgar f(x) till en udda funktion s vet vi fran kapitel 4 att den har en Fourierserie

med koefficienter
2 U
= 7/ f(z) sin(nx)dx
™ Jo

Losningen kommer ges av att vélja b, pa detta sétt och lata N — oo (14s introduk-
tionen till kapitel 6 i [Vre03|] for mer detaljer). Dvs, 16sningen till problemet ges

av
Zb e "sin (nt)
dar
2 [ .
= 7/ f(z)sin(nz)dx .
T Jo

Vretblad 6.2. Hitta en 16sning till féljande modifierade Fourierproblem:

1

U = —5Ugg O<ax<l,t>0;
a

uw(0,t) =u(l,t) =0, t > 0;

u(z,0) = f(z), 0<z<1.

Lésning. Vi antar att vi kan separaera variablerna ¢ och z, dvs
u(z,t) = X(2)T(t).
Satt

a(z,t) = u(z,a’t).

Om vi skriver problemet i termer av @ istéllet for « far vi da
- d, .
(o, t) = (i, 1)

= a’uy(x, a’t)

= Uy (T, a°t)
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Detta ar bara det vanliga Fourierproblemet vilket vi sett har losning
o0
u(z,t) = Z bpe~ ()t sin(nnt)
n=1

bn == 2 ’ Sin 7 d .

Vi far déarfoér 16sningen

u(z,t) = Z bye~(nm/a)’t sin(nmt)
n=1

med b,, som ovan.

4. VARIATION AV FOURIERS PROBLEM

Vretblad Exempel 6.2. Los foljande problem:

(B) ut = Ugy, 0< <2, t>0;

(B) u(0,t) =2, u(2,¢t) =5, t > 0;

(I) u(z,0)=1—-2%, 0 <z <2.

Losning. Vi skriver
u(z,t) = v(z,t) + o(z)

och forsoker vilja ¢ sa att problemet uttryckt i funktionen v ar ett Fourierproblem
med 0 som randvérden. Ekv. (E) ger att vy, (x,t) + ¢”(x) = ve(z,t) och vi vill
déarfor ha ¢” () = 0. Dvs vi vill vélja ¢ som ett polynom av grad 1. Randvérdena
(B) ger att ¢(0) = 2 och ¢(2) = 5 och det polynom av grad 1 som uppfyller detta

ar
o(z) = gx +2.
Vi far att
1— 2% = u(x,0) = v(z,0) + o(x) = v(x,0) + g:r:—l—Q.
Vi kan dérfor skriva problemet som
(B) v =gz, 0<2z <2, t>0;

(B) v(0,t) =0, v(2,¢t) =0, t > 0;
(I) v(x,0) :fxzfgxfl, 0<z<2.
Detta Fourierproblem vet vi har 16sning
= nr )2 nm
v(z,t) = izzlbne_(T) " sin (795)
dar
by, = ;/02(x2 — gx —1)sin (%Tx) dx

2
= —/0 (z% 4 1) sin (%x) dx
C16(-1)" =2 16(1 — (—1)")
B nmw a (nm)3

Vi far slutligen att



OVNING 4 - DIFFTRANS DEL 2 5

REFERENCES

[Vre03] Anders Vretblad, Fourier analysis and its applications, Graduate Texts in Mathematics,
vol. 223, Springer-Verlag, New York, 2003. MR 1992764



	1. Fouriersystemet är komplett
	2. Approximation av polynom
	3. Fouriers problem och separation av variabler
	4. Variation av Fouriers problem
	References

