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2 ERIC AHLQVIST

Introduktion

Linjar algebra ar ett av de mest centrala och mangsidiga matematiska omradena,
och fungerar som motorn bakom manga av de tekniker vi anvinder dagligen:

(1) Datorgrafik och bildbearbetning:

- 3D-modellering och rendering: Linjéar algebra anvinds for att representera
och manipulera 3D-objekt genom transformationer som rotation, skalning
och translation.

- Bildkomprimering och bildforbdttring: Algoritmer som JPEG bygger pa
matristransformationer (t.ex. diskret cosinustransform), och dven tekniker
for filtrering, brusreducering och kantdetektion bygger pa linjar algebra.

(2) Sé6kmotorer:

- Rangordning av webbsidor: Googles PageRank-algoritm anvénder egen-
varden och egenvektorer for att analysera lankstrukturer och bestdmma
sidors relevans.

- Dokumentrepresentation: Metoder som TF-IDF kombinerat med vektor-
rumsmodeller representerar texter som vektorer, vilket gor det mojligt att
anvianda linjar algebra for att méta likhet och relevans mellan dokument.

(3) Maskininlidrning och AlI:

- Datarepresentation: Data representeras som vektorer och matriser, vilket
gor linjar algebra till grunden for hur modeller trdnas och anvinds.

- Algoritmer: Manga tekniker — som linjér regression, huvudkomponentana-
lys (PCA), support vector machines (SVM), neurala nétverk (inklusive
sprakmodeller och bildigenkénning) — bygger pa linjéra transformationer,
matrismultiplikationer och optimering.

(4) Ingenjorskonst:

- Strukturanalys: Stora linjara system anvénds for att analysera och designa
konstruktioner som broar, byggnader och flygplan.

- Elektronik och signalbehandling: Linjéir algebra anvinds for att analysera
elektriska kretsar och for att bearbeta signaler.

- Kontrollsystem: Dynamiska system, som robotar och fordon, modelleras
och styrs med hjélp av tillstandsmodeller baserade pa matriser.

(5) Vetenskapliga berdkningar och forskning:

- System av linjdra ekvationer: Centralt for ndstan alla naturvetenskapliga
och tekniska tillampningar.

- Numeriska metoder: Algoritmer som Gauss-eliminering och LU-faktorisering
ar fundamentala for berdkningar inom fysik, kemi och biologi.
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- Storskaliga simuleringar: Vaderprognoser, klimatmodeller och molekylér
dynamik bygger pa omfattande matriskalkyler, vilket gor linjar algebra
till en kdarnteknik i superdatorer och hogpresterande berdkningar.

Detta ar bara ett axplock av de manga tillimpningarna av linjar algebra och den
som léser den har kursen kan vara sidker pa att den anvander nagon tillimpning av
linjar algebra varje dag.

Vad ar linjar algebra? Linjar algebra &r teorin om linjer, plan och hogdimensionella
lingdra rum och avbildningar mellan dessa. Till skillnad fran manga andra matematiska
omraden ar linjar algebra en teori som vi verkligen forstar vél, vilket ar en av anled-
ningarna till dess manga tillimpningar. Ett citat fran William Stein lyder: “Matematik
ar konsten att reducera vilket problem som helst till linjdr algebra”.

Det kanske mest typiska problemet i linjar algebra ar att losa system av linjéara
ekvationer, dvs. att hitta losningar till ekvationer av formen

a11r1 + appxs + ...+ a1, = by

9121 + A92%o + . . . + Gopx, = by

Am1T1 + A2l + ...+ Cpp®y = bm )

déar a;; och b; dr kianda konstanter och x; ar variabler. Dessa ekvationer kan skrivas
pa matrisform som Az = b dér A &r en matris med koefficienterna a;;, dér x ér en
kolumnvektor med variablerna z; och b ar en kolumnvektor med konstanterna b;:

a1 a1 ... Qip T bl
921 29 ... QA9pn T b2
m1 Am2 ... Gmnp T bm

Matrisen A representerar en linjdr avbildning fran R™ till R™, dvs. den avbildar
vektorer i R™ till vektorer i R™. Losningen x ar en vektor i R™ som avbildas pa vektorn
biR™.

I den har kursen kommer vi inte ldngre att begrénsa oss till R™ utan kommer att
arbeta i en mer abstrakt kontext med allmédnna vektorrum 6ver en kropp k. Vi kommer
att se manga exempel pa vektorrum, inklusive vektorrum av odndlig dimension. Under
kursens gang kommer vi dock att inse att vi faktiskt kan identifiera varje vektorrum
av andlig dimension n med k™.
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1. Vektorrum

1.1. Definitionen av ett vektorrum. Ett vektorrum ar méngd med mycket struktur,
vilket gor att de ar latta att arbeta med, men nagot krangliga att definiera. Kort sagt
sa ar ett vektorrum en abelsk grupp som ar en modul 6ver en kropp. Men for att forsta
vad det betyder sa behover vi forst definiera dessa begrepp.

Definition 1.1. En abelsk grupp ar en méngd A tillsammans med en funktion
+: Ax A— A (skrivs (a,b) — a + b) som uppfyller foljande egenskaper:
(A1) Kommutativitet: For alla a,b € A giller a +b=0b+ a (dvs abelsk).
(A2) Associativitet: For alla a,b,c € A géller (a+b) +c=a+ (b+ ¢).
(A3) Identitet: Det finns ett element 0 € A sidant att for alla a € A géller
a+0=a.
(A4) Invers: For varje a € A finns ett element —a € A sadant att a+ (—a) = 0.

- J

Heltalen Z, reella talen R och komplexa talen C &r alla exempel pa abelska grupper
under addition. Notera att ingen av dessa exempel ar grupper under multiplikation.
Om A ar en abelsk grupp sa ar éven

A":{(al,az,...,an)]al-EA},

med addition komponentvis (se Exempel 1.1 ldngre ner), en abelsk grupp for varje
positivt heltal n. Dvs Z", R™ och C" ar alla exempel pa abelska grupper under
komponentvis addition.

Sats 1.1 (Cancellationslagen). Lat A vara en abelsk grupp. Om a,b,c € A och
a+b=a+c, sigdller att b = c.

Bewvis. Vihar b= (—a) + (a+b) = (—a)+ (a+¢) =c. O

Diskussionsfragor

(1) Vilka av axiomen (A1)-(A4) anvénde vi i beviset?
(2) Kan du ge ett exempel péa en grupp som ej dr kommutativ?


Kommutativitet:
Associativitet:
Identitet:
Invers:
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Foljdsats 1.2 (Unik identitet och invers). Elementet 0 i (A3) och elementet —a i
(A4) dr bada unika. Det finns alltsd endast ett nollelement och endast en invers
till varje element.

Notera att vi hittills inte har utnyttjat axiomet (A1), dvs. [Cancellationslagen| (Sats
1.1) och [Unik identitet och invers| (Foljdsats 1.2) géller &ven for icke-abelska grupper.
I var nésta definition kommer vi att axiomatisera egenskaperna hos Q,R, C och F,,.

( N\

Definition 1.2. En kropp ar en mangd k tillsammans med tva funktioner kxk — k
som vi kallar addition (skrivs (a,b) — a+b) och multiplikation (skrivs (a,b) — ab)
som uppfyller foljande egenskaper:

(A) k ar en abelsk grupp under addition,

(B) £\ {0} &r en abelsk grupp under multiplikation (identiteten kallar vi 1),

(D) Distributivitet: For alla a,b,c € k géller a(b+ ¢) = ab+ ac.

I den héar kursen kommer vi mestadels att arbeta med kropparna R, C.

Diskussionsfragor

(1) Ar Z en kropp?
(2) Ar R? en kropp?

Nu ska vi definiera vektorrum. Poéngen ar att forsoka kapsla in egenskaperna hos
R™ och C", men som vi kommer att se sa innefattar begreppet vektorrum manga fler
exempel &n dessa.

( )

Definition 1.3. Ett vektorrum over en kropp k ar en mangd V tillsammans med
tva funktioner: addition +:V x V — V (skrivs (v, w) — v + w) och skaldrmulti-
plikation k x V' — V (skrivs (a,v) — av), som uppfyller foljande egenskaper:

(A) V &r en abelsk grupp under addition, dvs:
(A1) Kommutativitet: For alla vy, vy € V géller vy + vy = vy + v;.

(A2) Associativitet: For alla vy, vq,v3 € V géller (vy + ve) + vz = vy +
(UQ + Ug).



Distributivitet:
Kommutativitet:
Associativitet:
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(A3) Identitet: Det finns ett element 0 € V sadant att for alla v € V
giller v+ 0 = v.

(A4) Invers: For varje v € V finns ett element —v € V sadant att v +
(—v) =0.

(M) V &r en modul 6ver k i den mening att, utéver (A) sa har vi att:
(M1) Identitet: For alla v € V géller 1v = v.
(M2) Associativitet: For alla a,b € k och v € V géller a(bv) = (ab)v.

(M3) Distributivitet-1: For alla a € k och vy, vy € V giller a(v; +vq) =
avy + avs.

(M4) Distributivitet-2: For alla a,b € k och v € V géller (a + b)v =
av + bv.

Elementen i ett vektorrum brukar kallas for vektorer eller punkter.

(& J

Ett vektorrum ar alltsa en abelsk grupp som dar en modul 6ver en kropp. Den som
finner det hjalpsamt kan minnas axiomen som

KAIIIADD, K-AIIIA-DD, eller KAII-IADD,

dér de forsta fyra dr axiomen for en abelsk grupp och de fyra sista ér de ytterligare
axiom som gor V' till en modul 6ver k, dvs. en modul ar en abelsk grupp som uppfyller
(M). Notera att de forsta fyra axiomen inte ndmner k.

Vektoraddition i R™ kan visualiseras som en parallellogram, dar v; + vo ar den
diagonala linjen i parallellogrammen med horn 0, v; och wvs:

Skaldrmultiplikation i R™ kan visualiseras som en forlangning/férkortning av en
vektor, dir av ar vektorn v multiplicerad med skaldren a:

/


Identitet:
Invers:
Identitet:
Associativitet:
Distributivitet-1:
Distributivitet-2:
KAIIIADD
K-AIIIA-DD
KAII-IADD
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Sats 1.3 (Identitetselement). Lat V' wvara ett vektorrum éver en kropp K och lat
a €k ochveV. Da galler att

(1) 0v =0,
(2) (—1)v =—v,
(3) a(0) =0,

(4) om av =0 sd har vi a =0 eller v = 0.

Bewvis. (1): Vi har av (M4) att v = (14 0)v = 1v + 0v = v + 0v och av [Cancella-
tionslagen| (Sats 1.1) foljer det att Ov = 0. (2): Nu ser vi att 0 = 0v = (1 4+ —(1))v =
lv+(=1)v = v+(=1)v,dvs —v = (=1)v. (3): Vihar a(0) = a(v+(—v)) = av+a(—v)
av+ (a(—1))v = av+ (—1)av = av + (—(av)) = 0. (4): Slutligen, om av = 0 och a #
sd har viv =1v = (e ta)v = a tav = a710 = 0.

O o |

Exempel 1.1. Det mest typiska exemplet pa ett vektorrum ar £™ dar n € N och
k &r en kropp, t.ex. R eller C. Har &r vektorerna ordnade n-tupler v = (vy, ..., v,)
dar v; € k. Vektoraddition och skalarmultiplikation definieras komponentvis:

v+w = (v +wy,ve + W ..., Uy +wy), av= (avi,avy,...,av,).

Vektorrum kan se ut pa olika sétt och det finns manga exempel pa vektorrum som
inte ar lika konkreta som R"™. Har ar nagra exempel:

Exempel 1.2. Lat k vara en kropp och M en godtycklig mingd. D& dr méngden k™
av alla funktioner fran M till k£ ett vektorrum 6ver k. Vektoraddition och skaldrmul-
tiplikation definieras punktvis: (fi + f2)(m) = fi(m) + fa(m), (af)(m) = af(m).
Notera att R™ ar ett specialfall av detta eftersom vi kan identifiera R™ med
méangden av alla funktioner fran {1,... n} till R.

A J

Exempel 1.3. Ett specialfall av foregaende exempel #r £ som kan identifieras
med méngden av potensserier

k[[z]] := {Z apx" :a, € k} .

neN
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Vektoraddition och skaldrmultiplikation definieras genom

(Soer) e (L) - Sl o(Ser) - S

neN neN neN neN

Diskussionsfragor

(1) Om V4, ...V, ar vektorrum 6ver en kropp k, r da V; x- - - x V,, ett vektorrum
over k?

(2) Ar méingden av alla 2 x 2 matriser med reella tal som element (addition
och skalarmultiplikation komponentvis) ett vektorrum éver R?

(3) Ar C ett vektorrum 6ver R?

1.2. Delrum. Nar vi betraktar delméngder av vektorrum sa &r det ofta anvandbart
att veta nir en delméngd &r ett vektorrum i sig. Det leder oss till definitionen av ett
delrum:

( ~\

Definition 1.4. Ett delrum W av ett vektorrum V' &ver en kropp k& ar en delméngd
av V som ar ett vektorrum over k£ med samma operationer som V', dvs
(1) W é&r slutet under addition: wy + wy € W om wy,wy € W,
(2) W ar slutet under skaldrmultiplikation: aw € W om w € W och a € k,
(3) W tillsammans med addition och skalarmultiplikation uppfyller alla 8
axiomen for ett vektorrum.

Diskussionsfragor

(1) Ar {v = (v1,v2,v3) € R®| 201 — vy + 5vg = 0} ett delrum av R3?

(2) Ar {v = (v1,v2,v3) € R®| 201 — vy + 5vg = 1} ett delrum av R3?

(3) Ar {v = (v1,v2,v3) € R3 | v} + 02 + 02 = 1} ett delrum av R3?

(4) Ar {v = (v1,v2,v3) € R3 | v} + 02 + 02 = 0} ett delrum av R3?

(5) For vilka a € R dr {f: R — R| f(0) = a} ett delrum av R® (Exempel
1.2)?
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e )

Exempel 1.4. Méngden av polynom med koefficienter i k,
klx] = {Z apx” : a, € k,a, = 0 for alla utom andligt manga n} )

ar ett delrum av k[[z]] (Exempel 1.3). Mangden av polynom av grad hogst n ar ett

delrum av k[z]:
klx]<, = {Z a;x’ s a; € k} .
=0

Exempel 1.5. Méangden av alla kontinuerliga funktioner f: R — R &ar ett delrum
av R® (Exempel 1.2).

(. J

Nu ska vi visa att man faktiskt inte behover kontrollera alla 8 axiomen for att
verifiera att en delméngd ar ett delrum. Det rdcker med att kontrollera tre egenskaper,
vilket gor det mycket enklare att avgora om en delméngd &ar ett delrum eller inte.

Sats 1.4 (Delrumstest). Lat V vara ett vektorrum och W C V' wara en delmdngd.
Da dr W ett delrum av V- om och endast om W har féljande tre egenskaper:

(1) Innehdller nollvektorn: 0 € W ddar 0 dr nollvektorn i V,
(2) Sluten under addition: vi,v9 € W = v1 + vy € W,
(8) Sluten under skaldrmultiplikation: v € W, a € K = av € W.

Bewvis. Anta att W &r ett delrum av V. Da haller (2) and (3) per definition och det
aterstar att verifiera att 0 € W. Lat Oy vara nollvektorn i W. Eftersom Oy, = Oy + Oy
i W (och da &ven i V') sa har vi att 0+ 0y = Oy = Oy + 0w 1 V. Av cancellationslagen
far vi att OW = 0.

A andra sidan, 1at W &r en delméngd av V som uppfyller (1), (2) och (3). Notera att
(A1), (A2), (M1), (M2), (M3) och (M4) ar uppfyllda i W eftersom de ér uppfyllda
i V. Vi behover nu visa att (A3) och (A4) &r uppfyllda i W. Vi ser direkt att (A3)
dr uppfyllt eftersom 0 € W. Att (A4) ar uppfyllt f6ljer av (3): om w € W s& har vi
(—Dw=-weW. 0
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Diskussionsfragor

(1) Ar delmingden {(a;,1,a3) : ai, a3 € k} C k* ett delrum av k3?

(2) Ar delméngden {az + bx?: a,b € k} C k[z] ett delrum av k[z]?

(3) Ar unionen av tva delrum ett delrum?

(4) Ar snittet av tva delrum ett delrum?

(5) Ar méngden av alla polynom i k[z] med grad exakt n ett delrum av k[z]?
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2. Bas, linjart oberoende och dimension

2.1. Linjarkombination och linjart hoélje. Nar man arbetar med ett konkret
vektorrum ar det ofta mdjligt att hitta en liten méngd vektorer som kan kombineras
pa olika sitt for att generera hela rummet eller ett specifikt delrum. Detta gors genom
att anvinda linjarkombinationer av vektorer. En linjarkombination dr en summa av
vektorer dar varje vektor multipliceras med en skaldr fran kroppens element.

Definition 2.1. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. En linjdarkombination
av vektorerna vy,...,v, € V (n € N) ar ett uttryck av formen

a1v1 + GV + - - - + Gy,

dar a; € k for alla 1.

Exempel 2.1.

(1) Varje element i R? &r en linjirkombination av vektorerna (1,0) och (0, 1).
(2) Varje element i R? ér en linjarkombination av vektorerna (1,2) och (1, —1).
(3) Varje element i k[z] (Exempel 1.4) &r en linjarkombination av vektorerna

2 .3
1z, %27, .. ..

Notera att en linjarkombination byggs upp av ett dndligt antal vektorer men att vi
inte kréver att dessa &r unika, dvs att vi kan ha v; = v; for vissa i # j.

( N\

Definition 2.2. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och lat S C V vara
en delméngd. Mangden av alla linjarkombinationer av vektorerna i S kallas det
lingira holjet (eller spannet) av S och betecknas Span(S). Om Span(S) =V séa
sags att S spanner upp eller genererar V. Om S = {vy,...,v,} s& skriver vi
Span(vy, .. .,v,) istdllet for Span({vy,...,v,}). Vi definierar &ven Span(()) = {0}
dar 0 &r nollvektorn i V.

Exempel 2.2. Lat V = R3 och lat S = {(1,0,0),(0,1,0)}. D& ar Span(S)
mangden av alla vektorer av formen (aq, as,0) dér ai, as € R. Detta ar ett plan
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i R3 som innehéller z-axeln. Om vi ligger till vektorn (0,0,1) i S, s& att S’ =
{(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} s& &ir Span(s’) = R®.

|\

Exempel 2.3. Lat V = k[z] vara méngden av alla polynom med koefficienter i
en kropp k. Lat S = {1,z + 103, 2?}. D4 &r Span(S) = K[z]<y: mingden av alla
polynom av grad hogst 2, dvs alla polynom av formen ag + a;x + apx? dir a; € k.

Sats 2.1 (Karaktérisering av Span). Lat V' vara ett vektorrum édver en kropp k
och lat S C'V wara en delmdngd. Da dr Span(S) ett delrum av V.. Mer specifikt,
Span(S) det minsta delrummet av' V' som innehdller S, det vill siga, om W dr ett
delrum av V' som innehdller S, sa har vi att Span(S) C W.

Bevis. Vi maste visa att Span(S) dr ett delrum av V. For att gora detta, maste vi visa
att Span(S) ar sluten under addition och skalarmultiplikation, samt att den innehéller
nollvektorn. Detta ar trivialt om S = ) s& vi antar att S # ().

e Nollvektorn: Lat v € S. Da dr 0 - v = 0 en linjarkombination av vektorer i .S,
sa nollvektorn &r i Span(sS).

e Sluten under addition: Om v = ayvy + - -+ + a,v, och w = byw; + - - - + bW,
ar linjarkombinationer av vektorer i S, sa &r

v+ w=av; + -+ ayv, + bywy + - -+ bpwy,

en linjarkombination av vektorer i S.
e Sluten under skaldrmultiplikation: Likt ovan, om ¢ € k sa har vi

cv = clayvy + -+ + apvy) = cagvy + -+ - + cayvy,

vilket dr en linjarkombination av vektorer i S.

Antag nu att S C W dar W ar ett delrum av V. Givet en linjirkombination a,v; +
<-4 apv, dar v; € S for alla 4, sa ar varje term a;v; € W eftersom W ar sluten under
skaldrmultiplikation och W innehaller S. Dérmed &ar summan a,vy + - - - + a,v, € W
eftersom W &r sluten under addition. Detta visar att Span(S) C W. O
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Diskussionsfragor

(1) Om vy = (1,1,1), vy = (1,4,2) och v3 = (—1,2,0) &r vektorer i R3, kan
varje vektor i R? skrivas som en linjarkombination av vy, vy och v3? Vad ér
Span(vy, vg, v3)?

(2) Kan du hitta tva vektorer vy, ve € k[z]<o s& att Span(vi,ve) = {p(z) €
k[z] | p(0) = 0}7

2.2. Linjart oberoende, bas och dimension. Givet en méngd S med vektorer som
spanner upp ett vektorrum Span(S), kan vi fraga oss om det finns nagra redundanta
vektorer i méngden. Om en vektor v kan skrivas som en linjirkombination av de andra
vektorerna i S, sa ar den redundant och om vi tar bort denna vektor sa férandrar vi
inte spannet: Span(S'\ {v}) = Span(S). Detta leder oss till begreppet linjdrt oberoende.

( )

Definition 2.3. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och lat S C V' vara en
delméngd. Vi séger att S ar linjdrt oberoende om den enda linjarkombinationen av
vektorerna i S som ger nollvektorn ar den triviala kombinationen déar alla skaldrer
ar noll, det vill sidga:

a1V + agvy + -+ + a,v, = 0= a; =0 for alla 7.

Om S inte ar linjart oberoende sa sdags den vara linjdart beroende.

Notera att vi endast betraktar linjarkombinationer av ett andligt antal vektorer i S
daven om mangden S &ar oandlig.

Exempel 2.4. Lat V = R3 och 1at S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. D& ar S
linjart oberoende eftersom den enda linjarkombinationen som ger nollvektorn ar
den triviala kombinationen dar alla skaldrer ar noll. Om vi lagger till vektorn
(1,1,1)i5,saatt S" ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} sa & S’ linjért beroende
eftersom (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (0,0, 1).

A J

Definition 2.4. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. En (ordnad) bas for
V ér en (ordnad) delméngd 5 C V som &r bade linjért oberoende och spanner
upp hela rummet, det vill sdga Span(f) =V och § &r linjart oberoende.

- J
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Poéngen med en (éndlig) ordnad bas for ett vektorrum V' ar att den hjélper oss att
identifiera V' med k™. Detta kommer att bli tydligt i Kapitel 4.

Exempel 2.5. Lat V = R3. D4 ar méangden 38 = {(1,1,0),(0,1,1),(0,1,0)} en
bas fér V eftersom den &r linjért oberoende och spanner upp hela rummet.

A\ J

Exempel 2.6. Lat V = k[x] vara méngden av alla polynom med koefficienter
i en kropp k. D& dr mingden 3 = {1,z,2% ...} en bas fér V eftersom den &r
linjart oberoende och spanner upp hela rummet. Notera att § inte ar en bas
for k[[z]] eftersom elementet 1 + z + 2* + ... ej kan uttryckas som en dndlig
linjarkombination av element i 3.

Definition 2.5 (Standardbasen). Lat k vara en kropp. Delméngden av k" som
bestar av vektorerna

er = (1,0,...,0), ea =(0,1,...,0), ..., en = (0,0,...,1)

kallas for standardbasen for k™.

Definition 2.6. Ett vektorrum V' &r av (eller har) dndlig dimension om det finns
en bas g for V med andligt manga element. Om inget sadant bas finns, sdgs V'
vara av odndlig dimension. Vi sdger att V har upprdiknelig dimension om det finns
en uppraknelig bas for V.

Sats 2.2 (Karaktérisering av bas). Lat V' wvara ett vektorrum éver en kropp k. En
delmdingd B C V dr en bas for V. om och endast om varje vektor i V' kan uttryckas
som en linjdrkombination av vektorerna i 5 pad ett unikt sdtt.

Bevis. Antag forsta att 5 utgor en bas for V. Da &r Span(f) = V' och varje vektor
v € V kan skrivas som en linjarkombination av vektorerna i f:

V= a1V + asUy + - - - + ayv, .

Antag nu att v = byw; +bowy+- - -+ b, w,, ar en annan linjarkombination av vektorerna
i 8. Genom att lagga till 0 - vy, 0 - vs till den andra linjar kombinationen och vice versa
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sa kan vi anta att n = m och w; = v; for alla 1 < ¢ < n. D& har vi att
O=v—w
= (01 + aguy + - - + apvy) — (byvy + bavg + - - - + byvy,)
= (a1 — by)vy + (ag — by)vg + -+ - + (a, — by)vy, .

Eftersom f ar linjért oberoende maste vi da ha a; = b; for alla 7. Darmed ar varje
vektor i V' en unik linjdrkombination av vektorerna i f.

Omvént, antag att varje vektor i V' kan skrivas som en linjarkombination av vekto-
rerna i § pa ett unikt sétt. Da ar det klart att Span(f) = V' och det aterstar att visa
att g ar linjart oberoende. Antag motsatsen, dvs att 3 &r linjart beroende. D& finns
det skalérer aq,...,a, som inte alla &ar noll, och vektorer vq,...,v, € § sadana att

a1U1+(I2U2+"'+an’Un:0.

Detta innebér att vi kan skriva nollvektorn som en linjarkombination av vektorerna i
£ pa mer an ett satt, vilket strider mot antagandet att varje vektor i V' kan skrivas
som en linjarkombination av vektorerna i § pa ett unikt sétt. Darmed ar g linjart
oberoende. 0J

Notera att denna karaktarisering av bas sdger att om vi har en ordnad &andlig
bas f = {vy,vq,...,v,} for ett vektorrum V', si kan vi representera varje element
i V som en kolumnvektor efter att vi uttryckt den (p& det unika séttet) som en
linjirkombination av element i 5:

a
5]
UV = a1V1 + AoV + A3V3 - - - + AU, >

7

Detta oss ett sétt att identifiera V' med k™. Vi kommer att gora detta pastaende mer
precist 1 Kapitel 4 (Inverterbara avbildningar och basbyte).

( A

Definition 2.7. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k och antag att det finns
en (ordnad) bas 8 = {vy, vy, ...} for V. Vi definierar koordinatvektorn av v € V
med avseende pa basen [ som kolumnvektorn

a

a2
[U]ﬂ “las |
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dér v = aqv; + asvy + ... ar den unika linjarkombinationen av vektorer i 8 som
ger v (Sats 2.2 [Karaktérisering av bas]).

Om ( ar éndlig med n element: § = {vy,vs,...,v,}, s& kan vi identifiera [v]g
med ett element 1 k. Om [ &r oéndlig sa kan vi identifiera [v]z med ett element i
{f € kN f(n) = 0 for alla utom dndligt manga n € N}.

Diskussionsfragor

(1) Vad ér koordinatvektorn till (1,0,0) i basen {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} C
R3?

2) Vad ir koordinatvektorn till (1,0) i basen {(1,1),(1,—1)} C R??

3) Vad ér koordinatvektorn till 1+ x + 22 i basen {1, z, 2*} C R[z]?

4) Vad ér koordinatvektorn till 11 basen {1 + z,z + 2% 1+ 2?} C R[z]?

5) Vad #r koordinatvektorn till i = /=1 i basen {1 +i,1 —i} C C som
vektorrum &ver R?

(
(
(
(

Sats 2.3 (Maximalt antal linjart oberoende vektorer). Lt V' wvara ett vektorrum
av dndlig dimension éver en kropp k. Lit B = {vy,...,v,} vara en bas for V och
lat {wy, ..., wy} CV vara en en linjirt oberoende delmdngd. Dé gdller att m < n.

Beuvis. Lat fy = (. Eftersom w; € Span(f) sa finns det ett index 1 < i < n sa att
v; € Span(wi, V1, vy, . .+, Vio1, Vitl, Vig2, - - -, Up). Lat

ﬁl - {U}l,Ul,/U27 cey Vie1, Vi1, Uig 2, - - - 7UTL} .

Déa dr f; en bas for V eftersom Span(f;) = Span(f) =V och f; ér linjért oberoende,
vilket foljer av att {vy,vo, ..., v;_1,0Vit1, Vise, ..., U, } r linjirt oberoende och wy &r en
linjarkombination av vy, ve, ..., v;. Mycket riktigt, om ; skulle vara linjart beroende
sa skulle w; kunna uttryckas som en linjarkombination av vektorer i # pa tva olika
sitt, vilket av Sats 2.2 [Karaktérisering av bas| dr en motségelse.

For varje 2 < i < m, lagg till w; (som forsta vektor i en ordnad méngd likt fallet
i = 1 ovan) till den ordnade basen (;_; och upprepa argumentet ovan. Efter m steg
har vi en bas f,, for V med n element, som innehaller wy,...,w,,. Dvs m <n. 0O
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Foljdsats 2.4 (Varje bas ar lika stor). Ldat V' wvara ett vektorrum av dndlig
dimension over en kropp k. Da dr alla baser for V av samma kardinalitet, det vill
sdga om [y och By dr tvd baser for V', sa har B och By samma antal element.

Definition 2.8. Lat V vara ett vektorrum av dndlig dimension 6ver en kropp k.
Dimensionen av V', betecknad dim V', 4r antalet element i en bas for V. Om V ar
av oandlig dimension, sa skriver vi dim V' = oo.

Sats 2.5 (Delrum och dimension). Lat W C V wara ett delrum av ett vektorrum
V' av dandlig dimension. Da gdller foljande:
(1) For varje bas {vi,...,vn} C W sd existerar vyiq1,...v, € V sa att
{v1,. -, Um, U1, ... Vp} dar en bas for V.
(2) W dr av andlig dimension och dim W < dim V.
(8) Om dimW = dim V' sd har vi att W = V.

Bevis. Notera att (2) och (3) foljer av (1), sa det riacker att vi visar (1): Vi har

att {v1,...,v,} ar linjart oberoende och om Span(vy,...,v,) # V sa kan vi hitta
Uma1 € V sadan att {v1, ..., U, Uy b r linjirt oberoende. Itererar vi denna process
s& hittar vi en bas {vy,..., U, Vi1, ... v, } for V. O

Sats 2.6 (Existens av bas). Varje vektorrum har en bas.

Bevis. Andlig dimension: Vi viljer forst en vektor v; € V. Om Span(vy) # V sa véljer
vi vg € V' \ Span(vy). Om Span(vy,vy) # V sa viljer vi vg € V' \ Span(vy,vy) osv.
Itererar vi denna process sa hittar vi en bas {vy,...,v,} for V har éndlig dimension.

Odndlig dimension (ej del av kursen): Detta kréver att Kuratowski—Zorns lemma,
vilket séger foljande: Lat S vara en partiellt ordnad méngd. Om varje totalt ordnad
delméngd av S har en 6vre grians i S, sa finns det ett maximalt element i S. Detta
bor ses som ett axiom, da det visar sig vara ekvivalent med Urvalsaziomet (Aziom of
Choice).

Lat S vara méangden av alla linjart oberoende delméngder av V. Vi ordnar S
med avseende pa inklusion, dvs A < B om A C B. Lat A C S vara en totalt
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ordnad delméngd av S. Vi pastar att (J,., o &r ett element i S, dvs att J, ., o
ar linjart oberoende. Mycket riktigt, antag att a,v; + asvy + - -+ + a,v, = 0 for
V1, ., Uy € Upeq @ Eftersom A ér totalt ordnad, sa finns det en o € A sadan att
v; € « for alla i. Eftersom « ar linjart oberoende, sa maste a; = 0 for alla 7. Detta
visar att J, 4 o ér linjért oberoende. Dérmed har vi en 6vre gréns for A i S, ndmligen
Uaea @ Enligt Kuratowski-Zorns lemma finns det ett maximalt element i S, dvs en
maximal linjart oberoende delméngd B C V. Om Span B # V sa kan vi hitta v € V
sa att B U {v} ar linjirt oberoende, vilket strider mot maximaliteten av B. Darmed
ar Span B =V och B ar en bas for V. [l

Diskussionsfragor

(1) Kan du ge exempel pa en bas for k{0117

(2) Betrakta funktionen 2% + 1: {0,1} — R som ges av a +— a* + 1. Kan du
skriva 22 + 1 som en linjirkombination av element i din bas fran (1)?

(3) Definiera L: RI®Y} — R? genom att skicka f till vektorn L(f) :=
(f(0), f(1)). Vad ar L(z* + 1) om 2 + 1 definieras som i (2)?

(4) Om M &r en matris med n + 1 kolumner vilka &r vektorer i k™, vad kan
man sdga om ker M och im M?

(5) Hur manga baser har k[x]<3?
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3. Linjara avbildningar och matriser

3.1. Linjara avbildningar. Det hir kapitlet handlar om avbildningar (funktioner)
mellan vektorrum som respekterar vektorrumsstrukturen.

N

Definition 3.1. Lat V och W vara vektorrum 6ver en kropp k. En linjdr avbildning
fran V till W ar en funktion

L:V —-W
som ar:
(1) additiv: L(vq 4+ vo) = L(vy) + L(vg) for alla vy, vy € V' och
(2) k-linjér: L(av) = aL(v) for all a € k och allav € V.

Méngden av alla linjara avbildningar fran V' till W betecknas Homy (V, W) eller
LV, W).

Notera att L: V — W é&r linjar om och endast om L(av; + v9) = aL(vy) + L(vy) for
alla v1,v5 € V och a € k. Notera ocksa att om k ar en kropp sa dr Homy(V, W) ett
vektorrum &ver £ med vektorrumsstrukturen given av

(L1 + La)(v) = Li(v) + La(v)
(cL)(v) = cL(v)
for alla Ly, Ly, L € Homy(V,W), c € k och v € V.

-~

Exempel 3.1. Varje m x n-matris A = (a;;) definierar en linjér avbildning
La: k™ — k™ genom matris-vektor-multiplikation, dvs

aiy Qi . Gip U1 a11V1 + G12V2 + -+ - + A1V

Qo1 Qg -+  Gap () A21V1 + G22V2 + -+ - + A2p Uy
LA<U> = . . . . . = )

Am1 Qm2 - Amn Unp, Am1U1 i Am2U2 S eoe g AmnUn

for alla v € k™. Vi kommer ofta att identifiera en matris A med den linjéira
avbildning L4 den definierar och skriva A istéllet for L4 dven nér vi tdnker pa A
som en linjar avbildning pa detta vis.

(.
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Diskussionsfragor

(1) For vilka a, b, c € R giller det att funktionen f(x) = ax? + bx + ¢ ér linjir?
(2) Ar L k[z] — k[z] en linjir avbildning?

(3) Ar funktionen
a b
(c d) —a+b

en linjar avbildning fran M, (k) till k?

(4) Ar funktionen
a b
<c d> — ad — be

en linjar avbildning fran My (k) till k?

( N\

Definition 3.2. Lat L: V — W vara en linjar avbildning. Vi definierar kdrnan
(eller nollrummet) som

ker L :={veV:L(v)=0}
och bilden (eller bildrummet) av L som
imL:={weW:w= L(v) for ndgot v € V'}.

Sats 3.1 (Noll- och bildrumssatsen). Ldt L: V — W wara en linjir avbildning.
Da dr ker L ett delrum av V' och im L dr ett delrum av W.

Beuvis. Eftersom L &r additiv sa ar ker L och im L bada slutna under addition och
eftersom L ar k-linjar sa ar ker L och im L bada slutna under skaldrmultiplikation.
Det aterstar att visa att L(0) = 0. Detta foljer av att L(—0) = L((—1)0) = —L(0) av
k-linjéritet och dérmed har vi L(0) = L(0 —0) = L(0) — L(0) = 0. O

Dimensionen av bildrummet kallas rangen av L och betecknas rk L := dimim L.

Sats 3.2 (Injektivitetssatsen). En linjar avbildning L: V — W dr injektiv om och
endast om ker L = {0}.
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Bewis. Det ér klart att ker L = {0} om L &r injektiv, s& vi bevisar motsatsen. Antag att
ker L = {0} och att L(v) = L(w). D& har vi att L(v —w) =0sd v —w € ker L = {0},
dvs v = w. O

Sats 3.3 (Dimensionssatsen). Lat L: V. — W wvara en linjar avbildning mellan
vektorrum av andlig dimension. Da gdller att

dimV = dimker L + dimim L .

Bevis. Lat {vy,...,v,} vara en bas for ker L och utvidga denna, som i Sats 2.5, till
en bas {vi,..., Um, Umi1, ..., 0.} for V. Vi pastar nu att {L(vy11), ..., L(v,)} en bas
for im L. Mycket riktigt, vi har att Span(L(vy41), ..., L(v,)) = im L eftersom im L
spanns upp av {L(v1), ... L(vm), L(Um41), -, L(v,)} och L(v;) = 0 for alla 1 <i < m.
Vi behéver nu visa att {L(vp41), ..., L(v,)} r linjart oberoende. Anta att

am+1L(Um+1> + -+ a’nL(Un) =0.
Av linjaritet har vi da att
L(am—i—lvm—i-l +-+ anvn) =0,

dvs ami1Vmi1+- -+ apv, € ker L. Men {vy, ..., Uy, U1, - - -, Up } ar linjért oberoende
S& Upy1 = - -+ = a, = 0. Ddrmed &r {L(vyp41), ..., L(v,)} linjart oberoende. Vi har
dérmed visat att

dimker L + dimim L =m+ (n—m) =n=dimV . O

Sats 3.4 (Bijektionssatsen). Lat L: V — W wara en linjir avbildning mellan
vektorrum av samma (&ndlig) dimension. Féoljande dr ekvivalent:

(1) L dr surjektiv,

(2) L dr injektiv,

(3) L dr en bijektion.

Bewis. Av dimensionssatsen har vi att dim V' = dim ker L+dimim L. Om L &r surjektiv
sa ar im L = W och ddrmed dimim L = dim W = dim V, vilket ger dimker L = 0
och dérmed att L &r injektiv. Omvént, om L &r injektiv sa har vi dimker L = 0 och
darmed dimim L = dim V/, vilket ger att L &r surjektiv. Ddarmed &r L en bijektion. [
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Lat V och W vara vektorrum och antag att [ &r en bas for V. Visa att varje linjar
avbildning L: V' — W &r unikt bestdmd av virdena L(v) for alla v € .

3.2. Matriser. Linjara avbildningar kan representeras med matriser sa fort man valt
baser for vektorrummen i fraga. Vi borjar med att definiera vad en matris &r.

Definition 3.3. En matris (eller mer specifikt en m x n-matris) éver en kropp k
ar en 2-dimensionell lista:

a;; Q2 -+ Aip
a
A = (aij) = ‘21

Am1 Amn

Vi skriver ocksa A;; := a;;, dvs (aij)st = ast.
g J

( )

Definition 3.4. Lat L: V — W wvara en linjar avbildning mellan vektorrum
av andlig dimension n respektive m. Antag att vi fixerat ordnade baser a =
{vi,...,v,} € V och B = {wy,...,w,} € W. Vi definierar matrisen [L]? €
M, xn (k) genom att sétta

= [ = e mels o e

diar L(v;) = >, a;jw; for alla 1 < j < n och 1 < i < m. Matrisen [L]} kallas

matrisrepresentationen av L med avseende pa baserna « och f3.
. J

( A

Exempel 3.2. Varje vektor v € V kan ses som en linjar avbildning L,: k — V
definierad av L,(a) = av. Om vi fixerar en bas f = {vy,...,v,,} for V sa ar
matrisrepresentationen av L, med avseende pa standardbasen e for k och basen
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givet av

(0779
dir v = a1v; + - - - + apv,y,. Dvs, matrisrepresentationen av v &dr precis koordinat-

vektorn f6r v med avseende pa basen S3: [L,]? = [v]s.

A J

Sats 3.5 (Matrissatsen). Ldt V' och W vara vektorrum éver en kropp k med andlig
dimension n respektive m och antag att vi fiverat ordnade baser o = {vy,...,v,} C
V ooch 8 =A{wq,...,w,} CW. Avbildningen som ges av
(=15 Homy(V, W) — Msn(k)
L [L]]

ar en isomorfi av vektorrum édver k.

Beuwis. Varje linjar avbildning L bestdms unikt av hur den avbildar basvektorerna i «,
eftersom om v € V &r en linjarkombination v = c;v; + - - - + ¢, v, sa ar

L(U) = L(Cﬂ)l + o Cnvn) = 01L<U1) + -+ CnL(Un) .

A andra sidan, varje matris A € M,,x,(k) bestdms unikt av sina kolumner, dvs av
hur den avbildar basvektorerna i . Vi har dirmed att [—]2 &r en bijektion.

Det aterstar att visa att ® ar linjar, dvs additiv och k-linjar. For varje basvektor
vj, L1, Ly € Homg(V, W) och ¢ € k har vi att

(cLy + Ly)(vj) = cLi(vj) + La(vj) = Z(cag) + ag-))wi.
Det vill siaga

+ aﬁ) ca%) + ag) . ca&) + aﬁ)
(1) (2) .. :
R B BN ERIATS

cagll)

cag)l + ag)l . ca%% + ag%

3.3. Sammansittning av linjira avbildningar. Precis som med funktioner i
allménhet kan vi definiera sammanséttning av linjara avbildningar.
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Definition 3.5. Lat V', W och Z vara vektorrum 6ver en kropp k. Om L: V — W
och M: W — Z ar linjdra avbildningar si definierar vi sammansdttningen (eller
kompositionen) av L och M enligt M L(v) := M(L(v)).

Lat V, W och Z vara vektorrum o6ver en kropp k. Visa att om L: V — W och
M: W — Z &r linjara avbildningar sa &r M L: V — Z en linjar avbildning.

Vi ska nu visa att sammanséittning av linjara avbildningar (representerade av
matriser) motsvarar multiplikation av matriser.

Definition 3.6. Om A = (a;;) &r en m x n-matris och B = (by) &r en n X p-matris
s& definieras produkten AB genom (AB);; = > | a;sbst.

Om A och B ir tva matriser, sidana att AB ér definierad, visa att (AB)T = BT AT,

Sats 3.6 (Matrisen till en sammanséttning). Lat V., W och Z vara vektorrum dver
en kropp k med dndlig dimension n, m respektive p. Antag att a« = {vq,...,v,} ar
en bas for V, B ={wy,...,wy} dr en bas for W och v = {z,...,2,} dr en bas
for Z. Om L:V — W och M : W — Z dr linjira avbildningar sa gdller att

(ML = [M]3[L]g-

Bevis. Lat B = [L]] och A = [M]}. Vi vill visa att [ML]] = AB (titta noga pa

ordningen). Det ricker att visa hur ML avbildar basvektorerna i a. Vi har att

ML(vr) = M(L(ve)) = M (322 barws) = 3207 ba M (ws) = 37 (bat 274 aiszi) =
P O°T  ashst) zi . Dvs, det ite elementet i [ML]Y &r > | a;sbs vilket r detsamma
som (AB);. Darmed har vi visat att [M L]} = AB. O
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Foljdsats 3.7. Lat V' och W wvara vektorrum dver en kropp k med dndlig dimension
n respektive m. Antag att « ar en ordnad bas for V och  en ordnad bas for W.
For varje v € V' galler da att

Bewis. Vikan se vektorn v som en linjar avbildning fran £ till V' genom att skicka 1 — v.
Om vi tar basen ¢ = {1} for k som vektorrum 6ver sig sjéilvt har vi da att [v], = [v]?
och att [L(v)]s = [L(v)]2. Vi har dirmed av [Matrisen-till-en-sammansittning| Sats
3.6 att

[Llalvle = [Lov)! = [L(v)]s. m

o
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4. Inverterbara avbildningar och basbyte

I detta kapitel ska vi studera hur vi kan byta bas i ett vektorrum och hur detta
forhaller sig till inverterbara avbildningar. Vi kommer att se att varje basbyte motsvarar
en inverterbar avbildning, och att varje inverterbar avbildning fran ett vektorrum till
sig sjalvt kan representeras som ett basbyte.

4.1. Inverterbara avbildningar. Vi ska nu se att om en surjektiv linjar avbildning
har en vénsterinvers sa &r &ven den linjér. I synnerhet &r inversen (som méngdteoretisk
funktion) automatiskt linjar.

Sats 4.1 (Inversen &r linjér). Ldt L: V — W wara en surjektiv linjir avbildning
mellan tva vektorrum dver en kropp k. Antag att det finns en funktion f: W — V
sadan att fo L = Iy. Da dr f linjir och Lo f = Iy . I synnerhet dr L en bijektion.

Bevis. Antag att vi har wy,wy € W och ¢ € k. Vi vill visa att f(cw; + wq) =
cf (wy) + f(ws). Eftersom L dr surjektiv sa finns det vy, vy € V' sd att L(vy) = wy och
L(vg) = wy. Vi har da att

flewr +ws) = f(eL(v) + L(v2))
= f(L(cvy + v2))
= (foL)(cvy +v2)
= Iy (cvr + v9)
= CUy1 + Vo
—e(f o L)) + (fo L) ()
= cf(w) + f(w2).

Vi har ddrmed visat att f ar linjar. Da L ar surjektiv kan varje w € W skrivas som
w = L(v) for nagot v € V, vilket ger att (Lo f)(w) = (Lo f)(L(v)) = L((fo L)(v)) =
L(v) = w. Didrmed ar Lo f = Iy. O

Exempel 4.1. Lat V vara vektorrummet av alla polynom i variabeln x med
koefficienter i k. Lat L; = %: V' — V vara avbildningen som skickar ett polynom
till dess derivata. Da ar L; linjar och surjektiv. Lat L, = fox: V — V vara
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avbildningen Ly(p(z)) = [, p(t)dt, vilken &r linjér och injektiv. D& har vi att
LloLQIIV men L20L1 %IV

(& J

Definition 4.1. En linjir avbildning L som &r bade injektiv och surjektiv kallas
for en isomorfi. Om L: V — W &r en isomorfi sa séger vi att V och W ar isomorfa
och skriver V = W.

. J

Notera att om L: V — W ir en isomorfi s kan vi definiera L=': W — V genom
L7Y(w) = v om och endast om L(v) = w. D4 siiger Sats 4.1 att L™! &r linjir och vi
kallar L= for inversen till L. Vi kommer dirfor att anvinda begreppen inverterbar
och somorfi synonymt.

'S —\
Exempel 4.2. Avbildningen (—)7: M, (k) — My xm(k) som skickar en matris
_ 1 T _ )
A = (ai;);; till sitt transponat A" = (a;;);
apn Q2 - Qin ainn a1 -0 Gmi
Q21 Qg2 -+ A2p Q2 Q22 - (Am2
— ]
Qm1 AGm2 - Qmp Q1p  Q2n, - Omp
ar en isomorfi.
A\ J

Sats 4.2 (Trivialitetssatsen). Lat V' vara ett vektorrum av dndlig dimension dver
en kropp k. Da har vi V = k™. Mer specifikt, vi har en bijektion mellan mdngden
av alla ordnade baser for V. och mdngden isomorfier V = k™.

Bevis. Lat § = {vy,...,v,} vara en ordnad bas for V. Vi definierar en avbildning
Lg: V — k™ pa basvektorerna genom Lg(v;) = e;, dér e; &r standardbasvektorerna i
k™. Vikan sedan utvidga linjért till hela V. Dvs om v = Y " | a;v; s sétter vi Lg(v) =
>, aie;. Da dr L linjar per definition. Den &r surjektiv eftersom standardbasen ligger
i bilden och den &r injektiv eftersom Lg(v) = 0 om och endast om alla a; = 0, vilket
ar sant om och endast om v = 0. Alltsa dr Lg en isomorfi. Detta ger en avbildning
B +— Lg fran méngden av alla ordnade baser for V' till méngden isomorfier V' — k.
Omviént, 14t L: V — k™ vara en isomorfi. D& &r 8 := {L '(e1),..., L7 (e,)} en
ordnad bas for V. Detta ger en avbildning fran méngden isomorfier V' — k™ till
méangden av alla ordnade baser for V. Det &r ldtt att se att dessa tva avbildningar ar
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inverser till varandra, vilket ger en bijektion mellan méngden av alla ordnade baser
for V' och mangden isomorfier V' — k™. U

Foljdsats 4.3. Twa dndligt-dimensionella vektorrum V' och W éver en kropp k
ar isomorfa om och endast om de har samma dimension.

Detta sager alltsa att for varje positivt heltal n sa finns det upp till isomorfi precis
ett vektorrum av dimension n 6ver en kropp k.

Diskussionsfragor

Vilka av foljande vektorrum &r isomorfa?

(1) 2 x 2-matriser med reella koefficienter.

(2) C? som vektorrum 6ver R, dar modulstrukturen r(zy, 29) = (rz1,r29) for
alla r € R, (21, 29) € C? och komponentvis addition.

(3) R[z|<3 som vektorrum éver R, dvs méngden av alla reella polynom av grad
hogst 3.

Lemma 4.4. Lat L: V — W wvara en linjdr avbildning mellan vektorrum av dndlig
dimension med ordnade baser o = {vy,...,v,} respektive = {wy, ..., wy}. Lit
vidare A: V. — k™ och B: W — k™ wvara de isomorfier som bestims av v; — €;
respektive w; — e;, dar e; dr standardbasvektorerna i k™ respektive k™. Dd har vi
ett kommutativt diagram

Vv Lt w

%lA %lB

L)g
o ey pm

vilket betyder att [L]? o A= Bo L.

Bewvis. Detta ar bokstavligen Foljdsats 3.7 eftersom A skickar v pa koordinatvektorn
[V] - O

Sats 4.5 (Val av bas och kommutativitet). Lit V' och W wvara tvd dndligt-
dimensionella vektorrum over en kropp k och lit o och B wvara ordnade baser
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for V' respektive W. Lat L:V — W wara en linjdr avbildning. Dd har vi ett
kommutativt diagram med isomorfier som indikerat nedan:

ker L > > im L s W

RN

ker[L]2 y k" — im[L)} —— k™.

L

Bewvis. Detta foljer direkt av Lemma 4.4. O

Foljdsats 4.6. Lat V' och W wvara tva dndligt-dimensionella vektorrum dver en
kropp k och ldat o och B vara ordnade baser for V respektive W. Lat L:V — W
vara en linjir avbildning. Da dr L en isomorfi om och endast om matrisen [L]° dr
inverterbar. I detta fall har vi [L™']% = ([L]5)~".

«

Bevis. Av Lemma 4.4 har vi ett kommutativt diagram
VLt w
L
k,n [L]D‘ km

vilket direkt ger oss att [L]°? #r inverterbar om och endast om L ér en isomorfi. [

4.2. Basbyte. Givet tva ordnade baser « och 3 for ett dndligt-dimensionellt vektorrum
V sa sag vi i Kapitel 2 att a och § har samma antal element dim V. Notera att om
V =W i Matrissatsen (Sats 3.5) s& kommer identiteten Iy, : V' — V att avbildas pa
identitetsmatrisen om och endast om « = 3 som ordnade baser.

[ Definition 4.2. Matrisen [Iy/]? kallas basbytesmatrisen fran « till 3. ]

Basbytesmatrisen [I1/]? hjilper oss alltsa att uttrycka basen « i termer av basen f3.
Mycket riktigt, per definition har vi att

(V) = ([l [vals -+ [vals)

dér a = {vy,..., v, }.
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Sats 4.7 (Basbyte). Lat V' wara ett vektorrum éver en kropp k med dndlig di-
mension n. Ldat o och 8 vara tvd ordnade baser for V. Da har vi att basbytes-
matrisen [Iy|5 dr inverterbar med invers [Iy]§ och for varje v € V. giller det att

[Iv]alvla = [v]s.

Bevis. Vi har [Iy]}[Iv]§ = [Iy]% vilket &r identitetsmatrisen. Det sista pastéaendet
foljer direkt fran Foljdsats 3.7. O

Diskussionsfragor

(1) (Jatteviktig!) Vad ar basbytesmatrisen fran en given bas {v1, ..., v,} C k"
till standardbasen for £™7
(2) Vad dr basbytesmatrisen mellan foljande baser for R3:

3 2 2 1 0 1
11,1-11,13 och O)1,(1],11 ?
4 0 7 1 1 0

Tips: anviand 16sningen till (1).

Exempel 4.3. Lat V vara vektorrummet av alla polynom i variabeln x med
koefficienter i R av grad hogst 2. Lat o = {2 — x + 322, 2 + 22,1 + 42%} och
B={1—2a2 2+ 1,1}. Vi vill nu bestimma basbytesmatrisen [Iy]2. Ett sitt att
gora detta &r att forst bestdimma [Iy];, och [Iy]5. Vi har

2 0 1 1 11
E=(-1 1 0] och [Rl5=[0 1 0
3 1 4 ~1.0 0
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Vi kan nu hitta [Iy]5 genom [Iy]5 = [Iv|2[Iv]5, = ([Iv]5) "' [Iv]S. Vi hittar ([Iy]5)~"

genom radoperationer:

1 1 1(1 0 O
0O 1 0/0 1 0 ~
-1 0 0|0 0 1
Vi far da
0O 0 -1
(W)= {0 1 0
1 -1 1

OO = OO =

—1l
3

oL, O OO

0
1
1

_— oo = O

1
0
4

— oo = O =

-1 0
1 0
0 1
-1 0
1 0
-1 1
0 -1
1 0
-1 1
-3 -1 4
-1 1 0
6 0 5

Vi kan kontrollera att detta stimmer genom att notera att
2—z+32°=-3-(1—-2°)—1-(x+1)+6-(1)
r+2°=-1-(1—-2>)+1-(z+1)+0-(1)
l+42°=—4-(1—2*)+0-(z+1)+5-(1).
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5. Matrisoperationer och linjara ekvationssystem

Detta kapitel handlar om hur vi kan forenkla ett linjért ekvationssystem

1121 + a2 + ... + A1pTy = bl

a21T1 + Q222 + ... + AopTy = b2

Am1T1 + AmaXo + ...+ Gy Ty = by,

med hjélp av tre typer av elementdra operationer, for att fa dem i en enklare form
som &r lattare att 16sa. Dessa operationer ar:

(1) Radbyte: Byt plats pa ekvationer.
(2) Radmultiplikation: Multiplicera en ekvation med en nollskild skalér.
(3) Radaddition: Addera en multipel av en ekvation till en annan ekvation.

Notera att dessa operationer ar inverterbara och att den inversa operationen ocksa ar
av denna elementéra form.

5.1. Elementara matrisoperationer. Vi ska nu definiera de grundliggande elemen-
tara operationerna:

( ~\

Definition 5.1. En elementdr matrisoperation ar en av foljande operationer som
kan utforas pa en matris:

(1) Rad(Kolumn)-byte: Byt plats pa tva rader (kolumner) i en matris.

(2) Rad(Kolumn)-multiplikation: Multiplicera en rad (kolumn) i en matris med
en nollskild skalar.

(3) Rad(Kolumn)-addition: Addera en multipel av en rad (kolumn) till en
annan rad (kolumn).

Vi kallar ocksa dessa operationer radoperationer eller kolumnoperationer beroende
pa om de utfors pa rader eller kolumner.

. J

Definition 5.2. En elementdr matris av typ (1), (2) eller (3) &r en matris
som fas genom att utféra motsvarande typ av elementédr matrisoperation pa en
identitetsmatris.

(& J
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Notera att varje elementér matris ar inverterbar och att den inversa matrisen ar en
elementéir matris av samma typ.

( N\

Exempel 5.1 (Typ 1). Matrisen

E =

OO =
— O O
O~ O

ar en elementdr matris av typ (1) eftersom vénstermultiplikation med E byter rad
2 och 3:

100 a b c a b c

0 01 d e fl=1|g h i],

010 g h 1 d e f
och hogermultiplikation med E byter kolumn 2 och 3

a b c 1 00 a c b

d e f 00 1)=1[d f e

g h 1 010 g it h

Exempel 5.2 (Typ 2). Matrisen

FE =

O O =
o N O
_ o O

dr en elementér matris av typ (2) eftersom vénstermultiplikation med E multipli-
cerar rad 2 med 2:

100 a b c a b ¢
020 d e fl=1|2d 2 2f],
0 01 g h 1 g h 1
och hogermultiplikation med £ multiplicerar kolumn 2 med 2:
a b c 1 00 a 2b c
d e f 02 0)]=1|d 2 f
0 01 g 2h 1
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e N\

Exempel 5.3 (Typ 3). Matrisen

ar en elementér matris av typ (3) eftersom vénstermultiplikation med E adderar 2
ganger rad 3 till rad 2:

100 a b c a b c
01 2 d e fl=|d+29 e+2h f+2i],
0 01 g h 1 g h i
och hogermultiplikation med E adderar 2 ganger kolumn 2 till kolumn 3:
a b c 100 a b c+2b
d e f 01 2] =1|d e f+2e
g h 1 0 0 1 g h 1+4+2h

Sats 5.1 (Radoperationer). Ldat A vara en matris och B en matris som erhdlls
fran A genom en rad(kolumn)operation. Da har vi att B = EA (B = AE) dar
E dr matrisen som fas genom att utfora den elementdra matrisoperationen pa
identitetsmatrisen av samma dimension som antalet rader (kolumner) i A. A andra
sidan, vanster(hoger)multiplikation med en elementar matris E pa en matris A
motsvarar att utféra den elementdira matrisoperationen pa A.

Bevis. Ovning. U

5.2. Matrisrang. Ett specialfall av matrissatsen (Sats 3.5) ar att
M wn(k) = Homy (k™ k™),

dvs, varje n X n-matris 6ver en kropp k svarar mot en linjér avbildning fran k™ till k™,
nidmligen den linjdra avbildning som ges av vanstermultiplikation med matrisen. Vi
kan dérmed tala om matriser som linjdra avbildningar och vi kan tala om bildrummet,
nollrummet och rangen av en matris, vilka vi betecknar som im A, ker A och rk A.

Sats 5.2 (Matrisrangssatsen). Lit A vara en matris éver en kropp k. Dd dr rk A
lika med dimensionen av rummet som spianns upp av kolumnvektorerna i A.
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Beuvis. Detta foljer av att bilden av standardbasen i k" (vilken spénner upp im A) ar
precis kolumnerna i A. 0

Sats 5.3 (Trivial form). Lat A vara en m X n-matris av rang r éver en kropp k.
Dq finns det elementdra matriser Ey, Es, ..., E; och Ey, ... E,, for nagra l,l' >0
sadana att

I, 0
ElElfl cee ElAEl’EZ’ 00 g El’ = (O O>

ddr 0 betecknar nollmatriser av lamplig storlek.

Bevis. Vi anvander induktion 6ver m. Basfallet m = 1 ar trivialt. Anta nu att satsen
géller for m — 1. Vi visar att den ocksa géller for m. Om rk A = 0 s& ar A en nollmatris
och det finns inget att bevisa. Anta nu att rk A > 0. Da finns det ett icke-noll element
i A, lat oss sidga A;;. Forst anvinder vi en radoperation av typ (2) for att gora A;; =1
(om det inte redan &r 1). Sedan anvénder vi rad- och kolumnoperationer av typ (1) for
att flytta denna etta till index (1, 1). Slutligen anvénder vi rad- och kolumnoperationer
av typ (3) for att nollstélla alla andra element i den forsta raden och den forsta
kolumnen. Detta ger oss en matris av formen

1 00 ... 0
0 * * ... x
0 * * ... x
0 * % ... *

Nu kan vi applicera induktionsantagandet pa den nedre delen av matrisen, dvs den del
som inte innehaller den forsta raden och kolumnen. Slutresultatet blir da en matris i
onskad form. O

Foljdsats 5.4 (Elementér generering). Varje inverterbar matris A over en kropp
k kan skrivas som produkten av elementdra matriser, dvs det finns elementdra
matriser By, Es, ..., By sadana att

A=EE_,---F;.

Notera att detta innebér att vi hittar inversen av A enligt f6ljande procedur: Skriv
A~ som produkten av elementira matriser F}, EY, ..., Ej,. Denna produkt &r ej unik
utan det finns méanga olika sitt att skriva A~! pa detta sitt. Vi har A=A = I och
A7 = A7, Med andra ord, om vi utfor radoperationer steg for steg pa A och I
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samtidigt, s& kommer vi ha transformerat I till A= vid det laget d& vi transformerat
Atill 1.

Foljdsats 5.5. Lat A vara en m X n-matris av rang v over en kropp k. Da finns
en tnverterbar matris B av storlek m x m och en matris C' av storlek n X n sadana

att
I, 0
mac= (1 ).

Foljdsats 5.6 (Rad- och kolumnrang). Ldt A vara en m X n-matris éver en kropp
k. Da har vi att foljande tal dr samma:

(1) rk A,

(2) rk AT,

(8) dimensionen av vektorrummet som spanns upp av kolumnerna i A,

(4) dimensionen av vektorrummet som spanns upp av raderna i A.

Foljdsats 5.7 (Inverterbarhet och rang). Lat A vara en n X n-matris éver en
kropp k. Da dr A inverterbar om och endast om tk A = n.

Diskussionsfragor
(1) Vad &r dimensionen av bildrummet och nollrummet till matrisen

1 23 4
A=12 4 6 8|7
3 6 9 12

(2) Ar matrisen

N
I
o
e )
oo w

inverterbar?

5.3. Losningar till linjara ekvationssystem. Vi ska nu se hur vi kan tillimpa vara
resultat for att 16sa linjara ekvationssystem.
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Definition 5.3. Ett system Ax = b av linjara ekvationer kallas homogent om
b = 0 och inhomogent om b # 0.

Sats 5.8 (Losningsméngden). Betrakta ett system Az = b dar A dr en m X n-
matris éver en kropp k. Om b = 0 sa har systemet alltid minst en losning, ndamligen
x=0. Om s dr en losning till systemet, sa dr losningsmdngden till systemet

{s+v|ve&kerA}.

Bevis. Om v € ker A si har vi A(s +v) = As+ Av = b+ 0 = b. A andra sidan, om ¢’
dr en 10sning till systemet s& har vi att s — s’ € ker A och s’ = s + (s — s). O

Sats 5.9 (Antal 16sningar till linjdra ekvationssystem). Betrakta ett system Ax = b
ddr A dr en m X n-matris éver en kropp k.

(1) Om rk A = rk(A|b) = n sd har systemet en unik losning.

(2) Om rtk A =rk(A|b) < n sd har systemet oandligt manga losningar.

(3) Om rtk A < rk(A|b) sd har systemet inga lGsningar.

Beuvis. Detta foljer av att rk A = rk(A|b) om och endast om b kan skrivas som en
linjarkombination av kolumnerna i A, dvs im A, och av att dimker A > 0 om och
endast om rk A < n (Dimensionssatsen). O

5.4. Gausseliminering. Vi ska nu beskriva en algoritm som kallas Gausseliminering
for att 16sa linjara ekvationssystem. Denna metod anvinder elementéra matriser och
radoperationer for att forenkla ett system till en form som ar léttare att 10sa.

Definition 5.4. Tva linjiara ekvationssystem Ax = b och A'x = I/ sdgs vara
ekvivalenta om de har samma l6sningsméangd, dvs om varje 16sning till det ena
systemet ar en 16sning till det andra systemet.

Sats 5.10 (Isomorfier och ekvivalenta system). Om Az = b dr ett linjirt ekva-
tionssystem och B dr en inverterbar matris, sa dr BAx = Bb ett ekvivalent system
till Ax = b.
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Bevis. Ovning. U

Exempel 5.4. Systemen

1 2 3 1 1
4 5 6 i) = 2
7 8 9 3 3
och
1 2 3 T 1
0 -3 -6 o | = | =2
0 —6 —12 T3 —4

ar ekvivalenta eftersom den andra matrisen fas genom att vinstermultiplicera den
forsta matrisen med den inverterbara matrisen

1 00
B=|-410
-7 0 1

Med andra ord kan vi anvinda elementéara radoperationer for att transformera ett
system till ett ekvivalent system som &r lattare att 1osa.

( N\

Definition 5.5. En matris A sdgs vara i (reducerad) trappstegsform om den har
foljande egenskaper:

(1) Alla nollrader (om nagra) ligger ldngst ner i matrisen.

(2) Den forsta nollskilda elementet (pivoten) i varje rad &r lika med 1 och
ligger till hoger om den forsta icke-nollkolumnen i raden ovanfor.

(3) Om en kolumn innehéller en pivot, s& &r alla andra element i den kolumnen
noll.

'a \

Exempel 5.5. Matrisen

10 —2 0 2
A=101 4 0 1
00 0 1 3
ar i reducerad trappstegsform eftersom den uppfyller alla tre egenskaperna ovan.

AN J
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Sats 5.11 (Reducerad trappstegsform). Ldt A vara en m X n-matris av rang r
over en kropp k. Da finns det elementdra matriser Ey, By, ..., E; for nagot [ >0
sadana att B E;_1 --- 1A dr 1 reducerad trappstegsform.

Bevis. Vi anviander induktion 6ver m. Basfallet m = 1 &r trivialt. Anta nu att satsen
géller for matriser med m — 1 rader eller farre. Vi véljer nu forsta nollskilda kolumnen
och véljer en rad med ett icke-nollelement i denna kolumn. Anvénd nu en elementér
matris for att flytta denna rad till den forsta raden. Anvind sedan en elementar matris
for att gora pivoten till 1 (om den inte redan &r 1). Anvénd sedan elementéra matriser
for att nollstélla alla andra element i denna kolumn. Detta ger oss en matris av formen

0 0 1 =
0 0 0 =
0 0 0 = *

Nu kan vi applicera induktionsantagandet pa den nedre delen av matrisen, dvs den
del som inte innehaller den forsta raden. Nar vi skrivit den nedre matrisen i reducerad
trappstegsform, sa kan vi slutligen eliminera alla element ovanfor pivoterna i den
forsta kolumnen med hjilp av elementdra matriser. Slutresultatet blir da en matris i

reducerad trappstegsform. O
Definition 5.6. Metoden vi anvander i beviset ovan kallas {or Gausselimination
eller radreduktion.

Exempel 5.6. Betrakta systemet
1 2 3 1 1
4 5 6 zo | =12
7 8 9 T3 3
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Vi kan anvianda Gausseliminering for att forenkla detta system:

1231 1 2 3 | 1
456 | 2] 22510 -3 -6 | -2
789 3 78 9 | 3
1 2 3 | 1
R3—-7R1 0 —3 —6 | )
0 -6 —12 | —4
1 2 3 | 1
R3—2R2 0 -3 —6 | _9
00 0 | O

B 1231

2 2 lo1 2| 2

000/ 0

1 0 -1 | %

R1-2R2 0 1 9 ‘ :

00 0 |0

Diskussionsfragor

(1) Vad ér dimensionen av 16sningsméngden till systemet

123 4\ (™ 1

2 4 6 8 ?:2?

36 9 12 3 3
Ty

(2) Anvénd Gausseliminering for att lsa systemet

1 2 3 4z 1
4 5 6 i) = 2
78 9 T3 3
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6. Determinanter

Innan vi definierar determinanter i full generalitet, betrakta féljande exempel: Antag

att vi har en 2 x 2-matris
a b
a= (2 3)

och vi vill veta om A ar inverterbar, dvs. om det finns en matris B sadan att AB = I,
dar I ar identitetsmatrisen. Dvs, vi vill l6sa ekvationen

a b\ (e f ae+bg af + bh 10
AB:(C d) (g h):(ce+dg cf+dh):<0 1)21'

Knepet &r att definiera en funktion vi kallar determinanten:

det: ngg(k‘) — k’,

a b
A= (C d) — det(A) :=ad — bc.

Notera att det(AB) = (ae +bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg) = (ad — bc)(eh — fg) =
det(A) det(B), vilket visar att determinanten har den 6nskade egenskapen att den &r
multiplikativ. Detta innebér att om AB = [ sa maste det(A) det(B) = det(I) = 1, dvs.
det(A) # 0. A andra sidan, om det(A) # 0, sa kan vi 16sa ekvationen AB = I genom

att satta
1 d —=b
B:
e (e o)

vilket ger oss AB = I. Med andra ord, A &r inverterbar om och endast om det(A) # 0.

6.1. Definition av determinanter. Lat oss nu generalisera denna definition till
n X n-matriser. Vi kommer forst att definiera funktioner D;, DT : M, (k) — k for
varje 1 <14 < n och sedan visa att de &r lika, dvs. att D; = DI och att de ej beror pa
1.

Definition 6.1. Lat A = (a;;) € M,x,(k) vara en n x n-matris. Fér varje
1 <14,j <n definierar vi A;; som den (n — 1) X (n — 1)-matris som fas genom att
ta bort rad 7 och kolumn j fran A. For n = 1 definierar vi D;(A) = DT(A) = ay;.
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For n > 2 definierar vi

Di(A) =Y (-1)™ayDi(Ay)
j=1
och
D (A) = Dy(A").
Slutligen definierar vi determinanten av A som

det(A) = D(A) = |A| = Dy (A).

Sats 6.1 (Multilinjéritet). Funktionen det: M, x,(k) — k dar linjdr i varje rad
(och varje kolumn), dvs. om A € My, (k) har formen:

al ai a2 T Q1n
1
21 22 T QA2p

A= ﬁf + (:B;F =

a1 +cbin ap +chg ccr aip +chip
—T
a
n an1 (7%) e Ann
a1 @2 -+ a+cby oo aig
. - — _ a1 Qg2 -+ g+ chy c- agy,
A:(al ai+6bi an): .
An1 Ap2 - 7% + (jbni e Ann
for nagot ¢ € k sa gdller att
ay; a2 - Aip @11 a2 -+ Aip
Q21 Q22 -  QA2p 21 Q22 -+  Q2n
det(A) =det | ~ ' | +edet | [
(€7 7 N ¢ 77) b b2 - by
Ap1 QAp2 - Apn Ap1 Ap2 ¢ Ann
a1 Az - Ay ottt Qin a1 @iz - by o ai,
Q21 Qg2 -+ Ag; -+ Q2n a1 gy -+ by -+ agy

det | . . . .| +cdet

Qp1 Ap2 - Api Qpn Qp1 Ap2 - bni T Qpn
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Bewis. Vi anvinder induktion 6ver n. Basfallet n = 1 &r trivialt. Antag att n > 1 och
att pastaendet géller for (n — 1) X (n — 1)-matriser. Antag att A och B &r identiska

forutom i rad 7. Om ¢ = 1 si har vi

det(A) = i(—l)lﬂ(au + cby;) det(glj) ;

j=1

eftersom A;; inte dndras da vi andrar rad 11 A. Om 7 > 1 sa har vi

det(A4) = i(—mlﬂau det(Ay;) .

j=1

och enligt induktionsantagandet géller sa har vi

Q21 Q22 -+ A2(j—1) A2(j+1) - Q2n
det(A1j> = det ;1 Qg9 0 Ai(j—1)  QAiG+1) - Qin
Ap1 Gp2 - Ap(j-1) OGnp(+1) " Gnpn
Qg1 Q22 -+ Ag2(j—1) QA2(j+1) - Q2p
+ecdet | by bio oo big—1y bigeny o bin
Ap1 Gp2 - Ap(j—1) Gp(j+1) °°°  Gnpn
Detta ger att
aix G2 - dip a1 G2 - QAin
Q21 Q22 - Q2p Q21 G2 -+  A2p
det(A) =det | =~ | 4edet | )
;1 Q32 - Qip bipn  biz -+ by
Qp1 Ap2 - Anp Ap1 Qp2 - Qpn

Det aterstar att bevisa linjéritet i varje kolumn. Fallet n = 1 &r igen trivialt. Antag
att n > 1 och att pastaendet géller for (n — 1) x (n — 1)-matriser. Antag att A och B
ar identiska férutom i kolumn /. Vi har

det(A) = (ay + cby) det(Ay) + Y (=1)ay; det(Ay),
J#
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och av induktionsantagandet géller

Qi Gz e Ay st Gig-n) Qigen cc0 o Gin
det(A\lj> — det CL'21 Aoy -+ A9 - CLQ(J"_l) ag(j.-ﬂ) e a?n
Ap1 Qp2 - App an(j—l) an(j—i—l) o Upn

aylr Qi v bll e al(jfl) al(j+1) Ce Qin

I cdet 91 Qo - [).2[ e a2(].-_1) a2(j.~+1) ce a?n

Ap1 Apo  * - * bop -+ Un(j—1) Qn(j+1) *°° Onn

om j # [. Det foljer att

air G2 Gy ot Qlp air a2 -+ by oo ap,
det(A) = det a,zl a,22 ' (L:ZI ' a?n +cdet ot ez b"zz G
Qp1 Qpz -+ Apl - App ap1 Ap2 - bnl crr Apn
Vi har ddrmed visat att det ar linjér i varje rad och varje kolumn. 0
Exempel 6.1. Lat
1 20
A=10 1 4
5 3 0
1 0
Vi kan uttrycka andra kolumnen som 2 [ O | + | 1 | och verifiera multilinjariteten
0 3
genom att berdkna
100 1 20
(:1,) 3)+2det<(5) g>:det 0 1 4] +2det{0 0 4
2 3 0 5 0 0

Foljdsats 6.2 (Determinant med nollrad). Om A dr en n x n-matris med en rad
eller en kolumn bestar enbart av nollor, sd dr det(A) = 0.

Bewis. Ovning (skriv nollraden som nollvektorn minus nollvektorn och anvind multi-
linjéritet). O
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Sats 6.3 (Kofaktorutveckling ldngs en rad). Lit A € M, x,(k) vara en nxn-matris.
Da gdller att

det(A) = D;(A)
for alla1 <1 <n.

Bewvis. Vi kan anta att n > 2 eftersom fallet n = 1 ar trivialt. Fallet ¢ = 1 ar klart
per definition sa vi antar ocksa att ¢ > 1. Skriv radvektor ¢ som en linjarkombination
Z?Zl a;je; dar e; ar vektorn med 1 i position j och nollor annars. Da har vi av
multilinjéritet (Sats 6.1) att

Di(A) = a;;det(A(ij))
j=1
dér A(ij) &r matrisen vi far genom att byta ut ite raden i A mot basvektorn e;. Vi

-~

behover dérfor visa att det(A(ij)) = (—1)""7 det(4;;). Vi anvander induktion 6ver n.
Basfallet n = 2 ar enkelt att visa, vilket vi [imnar som 6vning. Antag nu att n > 2
och att pastaendet &r sant for (n — 1) x (n — 1)-matriser. Notera forst att

j—1 o n—1 —
det(AU) = Z(—l)lJrlau det ((Aij)ll> + Z<—1)Z(I1(l+1) det <<Aij)1l> .
=1 1=j
Induktionsantagandet och Foljdsats 6.2 ger oss da att

det(Ay(i(j — 1)) = (—=1)7 det (@U) oml<j,
det(A(ij),) = 4 0 oml=j,

—_—

det(;{\ll(’lj)) = (—1)i+j+1 det ((A\ij>1(l—1)> om [ > j .

och vi far da att

n
—

det(A(if)) = Y (=1)"ay det(A(ij),;)

=1
Jj—1 — n —
— (—]_)1+l+l+ja1l det <(AZJ)1I> -+ Z (—1)l+2+](lll det ((AZJ)l(ll))
=1 l=j5+1
i1 - — n-l - —
_ (_1)1+l+z+ja1l det ((Az’j)ll> + Z(—1)1+l+z+]al(l+l) det ((Aij)ll>

=1 I=j

l
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Det foljer nu att

n n

det(A) =Y aj;det(A(ij)) = Y (—1)*Ha;; det(A;;) = D;(A). O

=1 j=1

Visa att om F,, E, och Ej ar elementdra matriser av typ 1, 2 respektive 3, och
E, multiplicerar en rad med skaldren A sa har vi det(E;) = —1, det(Es) = A och
det(Eg) =1.

Foljdsats 6.4 (Determinant och ofullstédndig rang). Om A € M, (k) har rang
tk(A) <n, sd dr det(A) = 0.

Bevis. Antag att n > 1. Vi visar forst att det(A) = 0 om A har tva identiska rader:
Antag att rad i och j ar identiska. Basfallet n = 2 &r trivialt, sa vi antar att n > 2.
Antag att pastaendet galler for (n — 1) x (n — 1)-matris med tva identiska rader. Vi
kan nu anvianda kofaktorutveckling léngs en rad som ej &r ¢ eller j och av induktion &r
varje term i kofaktorutvecklingen lika med noll (eftersom varje sddan term involverar
en determinant av en (n — 1) x (n — 1)-matris med tva identiska rader). Vi har alltsa
visat att det(A) = 0 och vi har fullf5ljt induktionssteget.

Antag nu att A ar en godtycklig n x n-matris med rk(A) < n. Da finns det en rad i
som &r en linjirkombination av de andra raderna. Av multilinjéritet (Sats 6.1) kan vi
da skriva det(A) som en summa av termer dér varje term involverar en determinant
av en matris med tva identiska rader. Eftersom varje sadan term &r lika med noll sa

ar det(A) = 0. O

6.2. Multiplikativitet och inverterbarhet. Vi ska nu titta pa fler egenskaper hos
determinanter och se hur determinanter forhaller sig till inverterbarhet hos matriser.

Lemma 6.5. Lit E, B € M,y,(k) vara tva matriser dir E dr elementdr. Da
galler att
det(EB) = det(E) det(B) .

Bewvis. Av Ovning 6.1 sa ricker det att visa att en radoperation av typ 1, 2 respektive
3 (typ 2 med skaldr \) pa matrisen B dndrar det(B) med en faktor —1, A respektive 1.
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Fallet med typ 1 foljer av induktion (alternativt av multilinjaritet). Basfallet n = 2
ar trivialt, sa vi antar att n > 2. Antag att pastaendet géller for (n—1) x (n—1)-matris
med en radoperation av typ 1. Vi kan nu anvianda kofaktorutveckling langs en rad som
ej ar den som andras. Varje term i kofaktorutvecklingen involverar en determinant av
en (n — 1) x (n — 1)-matris med en radoperation av typ 1, vilket ger oss den 6nskade
faktorn —1 i varje term, dvs. det(B’) = — det(B).

Fallet med typ 2 foljer genom radutveckling lings den rad som multiplicerats med
A och bryta ut A frin summan som erhalls. Detta ger da det(B’) = A det(B).

Fallet med typ 3 foljer &ven det av induktion. Basfallet n = 2 &r en enkel berédkning
sd vi antar att n > 2. Antag att pastaendet géller for (n — 1) x (n — 1)-matris
med en radoperation av typ 3. Vi kan nu anvinda kofaktorutveckling ldngs en rad
som ej dndrats och som lagts till en annan rad. Varje term i kofaktorutvecklingen
involverar en determinant av en (n — 1) X (n — 1)-matris med en radoperation av typ
3, vilken av induktionsantagandet sammanfaller determinanten av samma matris utan
radoperationen. Dérav far vi det(B’) = det(B). O

Sats 6.6 (Multiplikativitet). Lt A, B € My,x,(k) vara tva matriser. Dd gdller att
det(AB) = det(A) det(B) .

Bevis. Om A eller B har ofullstdndig rang s foljer resultatet av Foljdsats 6.4 [Deter-
minant och ofullstdndig rang|. Antag nu att A och B &r inverterbara matriser. Da
ar A och B bada produkter av elementéra matriser. Med andra ord sa racker det att
visa att pastaendet géller da A &r en elementér matris, men detta vet vi redan &r sant
av Lemma 6.5. 0

Foljdsats 6.7 (Kofaktorutveckling ldngs en kolumn). Om A € M, (k) sd har vi
det(A) = D (A) for alla 1 < j < n.

Bevis. Av Foljdsats 5.6 har A samma rang som A” och av Foljdsats 6.4 [Determinant
och ofullstandig-rang| foljer det att pastaendet ar sant da A ej har full rang, dvs, da
A ej ar inverterbar. Vi kan darfér anta att A ar inverterbar och darmed en produkt
av elementéra matriser (Foljdsats 5.4 [Elementér generering|): A = Ej--- ExEy. Vi



48 ERIC AHLQVIST

har da av Sats 6.6 [Multiplikativitet hos determinanter] och Ovning 3.3 att
det(A) = det(Ey - - - ExFy)
= det(Ey) - - - det(Ey) det(E4)
= det(E}) - det(ET) det(ET)
=det(ETE] --- El)
= det(A”). O

Sats 6.8 (Inverterbarhet). Lit A € M, (k) vara en matris. Da gdller att
A dr inverterbar <= det(A) #0.
Vidare har vi att om A dr inverterbar si dr det(A™') = det(A)™!

Beuvis. Antag forst att A ar inverterbar. Da finns det en matris B sadan att AB = [.
Vi har da
det(AB) = det(I) = 1.
Eftersom determinanten ar multiplikativ sa har vi
det(A)det(B) =1.

Det foljer att det(A) # 0.

Antag nu att det(A) # 0. Da har A full rang (Foéljdsats 6.4) och &r dérmed
inverterbar (Foljdsats 5.7). Det sista pastaendet i satsen foljer av multiplikativiteten
hos determinanten. O

Vi ska nu ge en formel for inversen av en inverterbar matris med hjélp av determi-
nanter.

Definition 6.2. Lat A vara en n X n-matris och 1at A\ij vara matrisen som fas
genom att ta bort rad ¢ och kolumn j fran A. Da definierar vi den klassiska
adjunkten eller komplementmatrisen av A som

det(A;;) —det(Ay) oo (=1)"det(An)
adj(A) = —det:(A\m) det(:gm) (—1)2+":det(;1\n2)
(1)1 det(Ar,) (—1)"*2det(As,) -+ (—=1)"*"det(A,)
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Sats 6.9 (Inversformel). Om A € M, (k) dr inverterbar si gdaller att
1
~ det(A)

A™! adj(A).

Bevis. Om vi multiplicerar rad i i A med kolumn 7 i adj(A) sa ser vi direkt att
resultatet &r det(A) (kofaktorutveckling langs rad i). Om vi istdllet multiplicerar
rad i i A med kolumn j i adj(A) for ¢ # j sa ser vi att resultatet dr noll eftersom
detta sammanfaller med kofaktorutveckling langs rad ¢ i den matris vi far fran A
genom att byta ut rad j mot rad ¢, dvs. en matris med tva lika rader. Det foljer att
Aadj(A) = det(A)I. O

Foljdsats 6.10 (Cramers regel). Givet ett linjdart ekvationssystem Ax = b ddr
A € Myxn(k) dr inverterbar och b € k™ sd ges den unika losningen av

_ det(4))
YT det(A)

ddar A; dr matrisen som fas genom att byta ut kolumn j i A mot vektorn b.

Bevis. Sats 6.9 [Inversformel| ger oss att x = A~'b = ——1~ adj(A)b. Om vi tittar pa

det(A)
rad 7 1 adj(A)b s& ser vi att detta &r lika med det(A;) enligt kofaktorutveckling langs
kolumn 7. O
Diskussionsfragor

(1) Anvénd Cramers regel for att l6sa ekvationssystemet
233'1 — 333'3 = 1l
xrq + 2.T2 =6

(2) Vad é&r den klassiska adjunkten av matrisen

a b
pr— ?
A < d).
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7. Egenvarden och egenvektorer

Om vi betraktar en linjar avbildning L: V' — V fran ett vektorrum till sig sjalvt
sa kan vi fraga oss om det finns en ordnad bas for V' i vilken matrisrepresentationen
for L ar diagonal. Om sa &r fallet sa ar nésta fraga hur vi i sa fall hittar denna bas.
For att svara pa dessa fragor behover vi forst introducera begreppen egenvirden och
egenvektorer.

7.1. Egenvirden och egenvektorer. Vi kommer nu att fokusera pa linjara avbild-
ningar fran ett vektorrum till sig sjalvt.

Definition 7.1. En linjar avbildning L: V' — V kallas for en operator pa V.
Identitetsoperatorn pa V' betecknas I.

Kom ihag att varje n x n-matris kan betraktas som en operator pa k™ genom
matris-vektor-multiplikation och matrisrepresentationen till en operator med avseende
pa en bas ar alltid en kvadratisk matris. Darfor géller varje definition och sats som ror
linjéra operatorer dven for kvadratiska matriser.

Definition 7.2. En operator L: V' — V kallas diagonaliserbar om det finns en
ordnad bas « for V sa att matrisen [L], dr diagonal.

Notera att om en operator adr diagonal i en bas sa bevarar den riktningen av
basvektorerna, dvs. varje basvektor v; i a uppfyller L(v;) = \v; for nagon skaldr \;.

1 -1
definierar en operator pa R? men ocksa pa C%. Som operator pa R? &r den inte

diagonaliserbar eftersom den roterar alla vektorer i R? 45 grader moturs kring
origo (och dndrar dess lingd). Alltsd bevaras ingen riktning i R?. Som operator

Exempel 7.1. Matrisen
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(1414 ( ) ,
(1—1 ( Z) .
—i1,1)} for C? s& ér matrisen for

= (7 192»)-

Definition 7.3. Lat L: V — V vara en linjir avbildning. Om L(v) = A\v for en
nollskild vektor v € V och A € k sa kallas A for ett egenvdrde till L och v kallas
for en egenvektor till L.

. J

pa C? ér den diremot diagonaliserbar'
1 -1 =1 49
1 1 141
1 -1
1 1 1 1 —1
1),

Detta innebér att om vi véljer basen § = {(i,
A i denna bas diagonal:

Diskussionsfragor

Betrakta matrisen A i Exempel 7.1. Vilka egenviarden har A betraktat som
(1) en operator pa R??
(2) en operator pa C??

Om vi skriver om ekvationen L(v) = Av som (L — A )v = 0, dér I ar identi-
tetsavbildningen, sa dr méngden av egenvektorerna till L med egenvirde A precis
ker(L — AI) \ {0}. Det vi da forst behover underséka édr nér operatorn (L — \I) dver-
huvudtaget har en icke-trivial kérna. Detta sker precis nér (L — AI) ej &r inverterbar,
dvs nér det([L — A]z) = 0 for varje ordnad bas  for V. For att hitta alla egenviirden
A behover vi alltsa 16sa ekvationen det([L — xI]z) = 0, dér = &r en obekant.

Sats 7.1 (Basoberoende for karaktéristiskt polynom). Polynomet det([L — xI]z)
ar oberoende av valet av bas (3.

Beuvis. Givet en annan ordnad bas  sa har vi att

L —aI], = (1)L — 2L][1]7,

v
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och

det([L — =1],) = det(([1]3) ") det([L — x1]5) det([1]5)
= det([1)2) " det([L — xI]) det([1]?)
=det([L — z1]p).

Definition 7.4. Lat L: V — V vara en operator och 8 en ordnad bas for V.

Det karakteristiska polynomet fér L &r polynomet pp(z) = det([L]z — zI) =
det([L — z1]g).

Vi har alltsa att egenvéirdena for L ar precis de skaldrer A som ar rotter till det
karakteristiska polynomet py(x). Nér vi hittat alla 16sningar till ekvationen py(z) =0
sa kan vi sedan hitta de tillhérande egenvektorerna till egenvirdet A genom att hitta

kirnan till (L — \I).

Vs

Exempel 7.2. Pa k? har vi operatorn som i standardbasen representeras av

matrisen
1 4
M= (2 3).

Vi har da att det karaktéristiska polynomet ar

det (1;”“" fo> _ (1—2)B—1)— (2)(4) =2 — 4z — b

vilket har rotter A\; = 5 och Ay = —1. Dessa ar alltsa egenvirdena till M.
For att hitta motsvarande egenvektorer sa loser vi ekvationerna (M — 51)v = 0
och (M + I)v = 0. Kérnan till

-4 4 . 2 4
(M —-5I) = ( 9 _2) respektive (M + ) = (2 4)

spanns upp av v; = (}) respektive vy = <_21), vilka alltsa &dr egenvektorer

tillhérande egenviardena A\ = 5 respektive Ay = —1. Inversen till matrisen P =

1 2
1 _1)8esav

N
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och vi har att

Exempel 7.3. Lat V vara vektorrummet av polynom av grad hogst 2. Lat
L:V — V vara en linjir avbildning som ges av L(p(z)) = p/(x), dar p'(x)
ar derivatan av p(x). Eftersom derivatan sénker graden av polynomet s finns
endast ett egenvirde till L, ndmligen 0, och alla konstanta, noll-skilda polynom &r
egenvektorer till L. Alltsa ar L inte diagonaliserbar. Vi kan ocksa se detta genom
att betrakta matrisen till L i basen {1, z, 2%}

010
0 0 2
000

3

bl

vars karaktaristiska polynom ar —z
Dvs, det enda egenvérdet till L ar 0.

som endast har roten 0 med multiplicitet 3.

Sats 7.2 (Karaktérisering av diagonaliserbarhet). En operator L: V — V dr
diagonaliserbar om och endast om det finns en ordnad bas av egenvektorer till L.
Om « dr en sidan bas sa dr matrisen [L]% diagonal med egenvirdena pa diagonalen.

Bevis. Ovning. U

Diskussionsfragor

(1) Hur manga egenvérden kan en operator pa ett n-dimensionellt vektorrum
ha som mest?

(2) Ar varje egenvektor till en operator unik?

(3) Ar egenviirdena till en operator alltid reella?

(4) Finns det alltid en bas av egenvektorer till en operator?
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8. Diagonalisering och Cayley—Hamiltons sats

Vi ska nu titta pa generella kriterier for diagonaliserbarhet av linjéra operatorer.

Sats 8.1 (Linjart oberoende av egenvektorer). Om Ay, ..., A, dar olika egenvirden
till en operator L:V — V' sa dr de tillhérande egenvektorerna linjart oberoende.

Bewis. Vi anvander induktion 6ver n. For n = 1 ar pastaendet uppenbart. Antag att
pastaendet géller for n — 1 och lat vy, ..., v, vara egenvektorer tillhérande de olika
egenviardena Ay, ..., \,. Antag att det finns skalarer a4, ..., a, sadana att

a1V + agvy + ...+ a,v, = 0.

Lat A, vara egenvirdet for v,. Om vi applicerar L — A\, I pa bada sidor far vi:

al(/\l — /\n)vl + (lg()\g — )\n)vg 4+ ...+ an(/\n — /\n>vn = 0 .

Eftersom {vy,...,v,_1} ar linjart oberoende och egenvirdena alla &r olika s& far vi
att a1 = as = ... = a,_1 = 0. Men da maste dven a,, = 0. Darmed ar vy, ..., v, linjart
oberoende. O

Foljdsats 8.2 (Kriterium for diagonaliserbarhet). Om en operator L: V — V
har n = dimV olika egenvdrden sa dar L diagonaliserbar.

Bevis. Ovning. U

Diskussionsfragor

(1) Kan du ge ett exempel pa en operator som dr diagonaliserbar men inte
har n = dim(V') olika egenvérden?
(2) Kan du ge ett exempel péa en operator som inte ar diagonaliserbar?
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Definition 8.1. Om \ ir ett egenvérde till en operator L sa definierar vi egen-
rummet tillhorande A som delrummet

E\ =ker(L — ).

Om det karaktéristiska polynomet py (z) till en operator L splittrar i linjéra faktorer:
pr(z) = £(z — M) — X)) - (= N)

sa kan samma rot A forekomma flera ganger, dvs. A = \; for mer &n ett ¢, d&ven om L
ar diagonaliserbar (t.ex. giller detta for identitetsavbildningen).

A andra sidan kan vi tala om dimensionen av egenrummet E\. Detta leder oss till
att definiera tva typer av multiplicitet:

e N\

Definition 8.2. Lat L vara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektorrum
V och lat \ vara ett egenvérde till L.

e Den algebraiska multipliciteten m,(\) av ett egenvarde A\ ar det storsta
positiva heltalet m sadant att (z — A\)™ &r en faktor av det karaktéristiska
polynomet py (z).

e Den geometriska multipliciteten my(\) av A &r dimensionen av egenrummet

E,.
Exempel 8.1. Nir k = C sa splittrar varje polynom i linjara faktorer (algebrans
fundamentalsats).

Lemma 8.3. Om A dr ett egenvdrde till en operator L sa gdller att
ma(A) > mg(A) > 1.

Bews. Lat A\ vara ett egenvarde till L och vélj en ordnad bas fér E). Denna kan
utvidgas till en ordnad bas for V. I denna bas har vi att matrisen fér L har formen

Mox
0 B/’
och determinanten av L — xI ar alltsé

det(L — x]) = det ((/\ —()I)I B j xl) = ()\ — I)mg()\) det(B — SCI) . O
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Vi dr nu redo att ge ett nddvandigt och tillrackligt villkor for diagonaliserbarhet.

Sats 8.4. Lat L vara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektorrum V' med
dim V' = n. Antag att det karaktaristiska polynomet py(x) splittrar i linjira faktorer.
Da dr foljande pastaenden ekvivalenta:

(1) L dr diagonaliserbar.
(2) ma(X) = my(A) for varje egenvirde .

Bevis. Antag att L dr diagonaliserbar. Da finns en ordnad bas § for V' sa att [L]s
ar diagonal. Den geometriska multipliciteten av ett egenviarde A &r da antalet ganger
A forekommer pa diagonalen, vilket ar lika med den algebraiska multipliciteten av
A eftersom det karaktéristiska polynomet da &r [[,(A — =) dér produkten &r Gver
diagonalelementen i [L]s.

A andra sidan, anta att m,(\) = m,()\) for varje egenvirde . Eftersom det
karaktéristiska polynomet har grad ), m,(\) = n si ér summan av egenrummens
dimensioner lika med n och vi kan vélja en ordnad bas fér V' bestaende av vektorer
fran egenrummen (|Linjért-oberoende-egenvektorer| Sats 8.1). O

Diskussionsfragor

Vilka av foljande matriser &r diagonaliserbara éver R respektive C?

8.1. Cayley—Hamiltons sats. Vi ska nu bevisa en klassisk sats inom linjar alge-
bra, namligen Cayley—Hamiltons sats som séger att varje operator L pa ett andligt-
dimensionellt vektorrum V uppfyller sin egen karaktéristiska ekvation, det vill sédga
pr(L) = 0 (nolloperatorn) déar py(z) &r det karaktéristiska polynomet for L. Detta
har en rad viktiga tilliampningar, inte minst inom talteori och algebraisk geometri (se
denna lank).

Innan vi bevisar denna sats behover vi tva hjilpsatser:


https://mathoverflow.net/questions/232132/applications-of-the-cayley-hamilton-theorem
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Lemma 8.5. Om W C V' dr ett invariant delrum under L, det vill siga L(W') C
W, sd gdller att det karaktaristiska polynomet till restriktionen Lly : W — W
delar det karaktdristiska polynomet till L.

Bevis. Vilj en ordnad bas Sy, for W och utvidga denna till en ordnad bas £ for V. 1
denna bas har vi att matrisen for L har formen

A B
= (5 ¢)
dér A = [L|w]g, . Ddrmed ar

pr(r) = det([L] — 1)

A—zl B
_det< 0 O—:c1>

= det(A — zI) det(C' — z1)
= D)y () det(C — 21). O

( 1\

Lemma 8.6. Lit L: V — V wara en operator pa ett dndligt-dimensionellt vektor-
rum V. Lit v € V wvara en icke-nollvektor och sitt W = Span(v, L(v), L*(v),...).
Om dimW = m sd dr {v, L(v),..., L™ (v)} en bas for W och om ag, ..., Gm_1
ar den unika losningen till ekvationen

agv + a1 L(v) + -+ + @ L™ Hw) + L™(v) = 0

sd dr (—=1)™(ap + a1 + - - + ap_12™ 1+ 2™) = 0 det karaktiristiska polynomet

(& J

Beuis. Eftersom dim W = m sa dr {v, L(v),..., L™ *(v)} linjart oberoende och dér-
med en bas f6r W. I denna bas har vi att matrisen for L|y ar

000 -+ 0 —q
100 -+ 0 —a
[Llw]s = 010 --- 0 —ay
000 --- 1 —ay_1

Déarmed &r det karaktéristiska polynomet

Pry () = det([Llw]g — 1) = (=1)"(ao + a1 + asx® + -+ a, ™+ ™). O
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Vi dr nu redo att bevisa Cayley—Hamiltons sats.

Sats 8.7 (Cayley—Hamiltons sats). Lat L: V — V wvara en operator pa ett dandligt-
dimensionellt vektorrum V. Om pr(x) dr det karaktdristiska polynomet for L sa
galler att pr(L) = 0.

Bevis. Om V = {0} sa ar pastaendet uppenbart. VAlj en icke-nollvektor v € V' och
sitt W = Span(v, L(v), L*(v),...). D& & W ett invariant delrum under L och om
dim W = m s ér {v, L(v),..., L™ '(v)} en bas for W. Om ay, ..., a,,_ 1 ir den unika
l6sningen till ekvationen
agv + a1 L(v) + -+ + @y L™ ) + L™(v) = 0

sé dr (—=1)™(ap + a1z + -+ + 1™ + 2™) det karaktiristiska polynomet for L]y
vilket delar py(z). Diarmed finns ett polynom ¢(z) s& att pp(z) = ¢(x)(—1)™(ap +
1T+ + Ay 2™ 4 2™). Detta ger da att

pr(L)(v) = q(L)(=1)™(aol + &1L + -+ + @y L™ + L™)(v) = 0. m

e )

Exempel 8.2. Lat L: R? — R? vara den linjéira avbildning som i standardbasen
€ representeras av matrisen
1 2
A= (0 3) .

Det karaktéristiska polynomet ér pr(z) = (1 — z)(3 — ) och vi har att

=00 C DIEH-C )
-(02)( 9)=06 o)

. J

Visa att operatorn L pa R? som i standardbasen ¢ representeras av matrisen

a=(1 7)

uppfyller pr (L) = 0, genom att berdkna matrisen py(A) = [pr(L)]..

(& J
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9. Imre produkt och Gram—Schmidts metod

En viktig egenskap hos det euklidiska rummet R™ &r att vi har en inre produkt:
(v,w) = vTw = Z VW; .
i=1

Denna inre produkt hjélper oss att méata avstand och vinklar genom att projicera
vektorer pa varandra. I detta kapitel ska vi axiomatisera begreppet inre produkt sa
att vi kan anvianda begreppet for mer generella vektorrum.

9.1. Inre produkt. Fran och med nu antar vi att k ar antingen R eller C. Detta
for att vi kommer att anvinda oss av komplex konjugering; a + bi = a — bi (vilket &r
identiteten pa R).

( N\

Definition 9.1. En inre produkt pa ett vektorrum V 6ver k ar en avbildning
(-,): VXV — k som ér:

(1) Symmetrisk: (v, w) = (w,v) for alla v,w € V.
(2) Linjér: (av + bu,w) = a(v,w) + b{u, w) for alla u,v,w € V och a,b € k.
(3) Positivt definit: (v,v) >0 for allav € V, v # 0.

Ett vektorrum med en inre produkt kallas for ett inre produktrum.

. J

Diskussionsfragor

(1) Hur ser linjariteten ut i andra argumentet?

(2) Varfor ar (v,v) reellt for alla v € V7

(3) Ar den vanliga inre produkten pa R™ en inre produkt enligt denna defini-
tion?

Exempel 9.1. Betrakta vektorrummet k[z| av polynom med koefficienter i k. Vi
kan definiera en inre produkt pa detta rum genom

(f, ) = / f(2)9(@) de

for alla f, g € k[z], ddr [a, b] &r ett intervall i R.

A J
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( ~\

Exempel 9.2. Vektorrummet av 2 X 2-matriser kan ges en inre produkt genom
ai; G2 bii b2\ \ _ tr [ (G G2 bii b2\ _ b
agr azz ) \ba Do a1y G3) \ba1 Do vy o

for alla (a;;), (bij) € Maxo(k), dar A* dr det Hermiteska (komplexkonjugerade)

transponatet av A och tr betecknar sparet av en matris. Denna definition fungerar
inte bara for n = 2 utan for godtyckliga n och kallas Frobenius inre produkt.

(. J

Lat V vara ett inre produktrum o6ver k. Om vy, v9,v3 € V och a € k, visa att
foljande likheter géller:

(1) (v1,0) = (0,v1) =0,
) (v1,v1) =0 om och endast om v; =0,
) (v1, vy + v3) = (v1,v9) + (v1,v3),
) (
) O

v1, ave) = a(vy, U) ,
m (vq,ve) = (vq,v3) for alla vy € V 88 &r v = v3.

(2

(3
(4
(5

Definition 9.2. Lat V vara ett inre produktrum 6ver £ och lat v, w vara vektorer

i V. Vi definierar projektionen av v pa w som
(v, w)

proj,, v = —<w’, )

Givet en inre produkt kan vi definiera lingden eller normen av en vektor:

Definition 9.3. Lat V vara ett inre produktrum 6ver k. Vi definierar normen av
en vektor v € V som
[oll = v/{v, ).

Sats 9.1 (Normens egenskaper). Lit V vara ett inre produktrum dver k. Da gdller
foljande egenskaper for normen:

(1) ||v|| = 0 for alla v € V', och ||v|| =0 om och endast om v = 0.
(2) llav|| = |a|||v]| for allav € V och a € k.
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(3) (Cauchy-Schwarz olikhet) |(v,w)| < ||v||||w]| for alla v,w € V', med likhet
om och endast om v och w ar linjart beroende.
(4) (Triangelolikheten) ||v 4+ wl|| < ||v]| + ||Jw|| for alla v,w € V.

Beuwis. De forsta tva egenskaperna lamnar vi som 6vning att bevisa. For att bevisa
Cauchy—Schwarz olikhet sa tittar vi pa v — proj,, v:

0 < [lv — proj, v||
= (v — proj,, v,v — proj,, v)

= <U7 U) - <U7 pI'ij U) - <pr0jw U, U> + <pI'ij U, pI‘ij U>

= o1P = ({2 o) = {2 o) ()

(w, w) (w,w) (w, w)

= o) - Ll

vilket bevisar olikheten eftersom ||v]|, ||w]|| och |(v,w)| alla &r icke-negativa reella tal.
Med hjalp av Cauchy—Schwarz olikhet kan vi nu bevisa triangelolikheten:

v+ w||* = (v+w,v + w)
= (v,0) + (v, w) + (v, ) + (w, w)
= [|o]|* + 2Re((v, w)) + [Jw]®
< oll* + 2[(v, w)| + [Jw]f?

< lloll* + 2lvllllwl + llwl® = (ol + llwl)*. 0

( N\

Definition 9.4. Tva vektorer v, w i ett inre produktrum V' ségs vara ortogonala
om (v,w) = 0. En delméngd av V' ségs vara ortogonal om alla par av olika vektorer
i delmangden ar ortogonala. En delméangd av V' ségs vara ortonormal om den &r
ortogonal och alla vektorer i delmangden har norm 1.

. J

( N\

Exempel 9.3. Vektorerna 1 och = dr ortogonala i inre produktrummet R[z] med
inre produkten (f, g) = f_ll f(x)g(x) dx eftersom

1 2211
<1,x):/ 1 -zdr = {—} =0.
» 2|
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Delméngden {1, z} &r ortogonal och delméngden {\%, \/gx} ar ortonormal. T.ex.

har vi
5 | ! 5\ 3 [t 3 2
\/jx :/ -z dm:—/ 2dr==-==1.
2 _1 2 2), 2 3

9.2. Gram—Schmidts metod. Gram—Schmidts metod &r en algoritm fér att omvand-
la en uppriknelig méngd linjért oberoende vektorer {vy,vq, ...} i ett inre produktrum
till en ortogonal /ortonormal bas fér Span(vy,vs...). I synnerhet, givet en ordnad
uppraknelig bas § for ett inre produktrum V' sa kan vi anvinda Gram-Schmidts metod
for att omvandla 3 till en uppriknelig ortogonal /ortonormal bas for V.

Vi bérjar med en sats som beskriver hur man, givet en méngd linjért oberoende
vektorer {vy,vs,...} och w € Span(vy, v, ... ), kan hitta den unika beskrivningen av
w som en linjarkombination av element i {vy, vy, ... }.

Sats 9.2 (Projektion pa bas). Ldt V wvara ett inre produktrum och ldt 5 vara en
ortogonal bas for V.. For varje v € V' sd har vi att (v,w) = 0 for alla utom dndligt

manga w € B och
_ o (vw)
U= 2 furu)”

weS

(detta dr alltsa en dndlig summa,).

Bevis. Av Sats 2.2 [Karaktarisering av bas| vet vi att varje v € V' kan skrivas som en
linjdrkombination av (dndligt ménga) vektorer i 5 pa ett unikt sétt:

V= a1wy + oWy + - - + G Wy, .

Vi far da att

<U7 wi)
F—w; = a;w
<wi7 wl>
vilket ger att
g <<U’w>>w:a1w1+a2w2+---+&nwn=v. U
w, w
we B !

Foljdsats 9.3. Varje ortogonal delmdingd av ett inre produktrum, bestiende av
nollskilda vektorer, dar linjart oberoende.
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Idén bakom Gram—Schmidts metod &r att, givet en bas pa formen {vy, v, ...},
successivt ortogonalisera vektorerna vy, vo, ... genom att subtrahera projektioner pa
de tidigare vektorerna.

Sats 9.4 (Gram-Schmidts metod). Lat V' vara ett inre produktrum och {vy,va, ...}
vara en bas for V. Definiera nu u; = vy och

i—1
g = S S0t}

Dé dr {uy,us, ...} en ortogonal bas for V' (och {||lus|| " uq, ||ua|| tua,. ..} en orto-
normal bas for V).

Bevis. Antag att vi redan ortogonaliserat vy, ..., v,_; for nagot positivt heltal n > 2.
Vi visar nu att u,, ar ortogonal mot uy,...,u,_1. Vi har
n—1
(U, Us)
Up, Uj) = {(Up, Uj) — Ui, U
ms16) = (o) = 3 2 )
Eftersom wuy, ..., u,_1 dr ortogonala sa &r (u;, u;) = 0 for ¢ # j. Vi far da
(Un, 1)
(u,u~>:<v,u)— < '7u'>_0
ny Uj n, Uj (4, u;) > Uj
Detta visar att u, &r ortogonal mot wy,...,u,_; och dédrmed &r {uj,us,...} en
ortogonal bas for V. U

Anvind Gram-Schmidts metod for att hitta en ortonormal bas for k[z]<3 om vi
startar med basen {1, x,z% z3}.

9.3. Matrisrepresentationer av inre produkter. Givet en inre produkt f = (-,-)
pa ett vektorrum V' och en bas 8 = {vy,vy,...,v,} for V kan vi representera inre
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produkten med hjilp av en matris. Vi definierar matrisen [f]s genom

(vi,v1)  (v1,v9) o (V1,Up)
[f]ﬂ _ (Uz,:m) <'027:U2> <’U27:Un
(U, v1)  (Up,v2) -+ {Uy, V)

Definition 9.5. Lat A vara en matris med koefficienter i C. Da ar A
(1) Hermitesk eller sjilvadjungerad om A = A*, dar A* &r det Hermiteska
(komplexkonjugerade) transponatet av A, och
(2) positivt definit om alla dess egenvirden dr positiva reella tal.

Sats 9.5 (Matrisrepresentation av en inre produkt). Lat V' vara ett vektorrum
av andlig dimension och lit B = {vy,...,v,} vara en bas. Déa dr en avbildning
f: VXV — k eninre produkt pi V' om och endast om matrisen [f|z dr Hermitesk
och positivt definit. A andra sidan, om A dr en Hermitesk och positivt definit
matris sa ar avbildningen

fa: VxV =k
(v, w) = [v]5A[w]g
en inre produkt pa V.

Bevis. Om f ar en inre produkt sa verifierar vi enkelt fran definitionen att [f]s ar
Hermitesk. I kapitel 11 kommer vi se att Hermiteska matriser ar diagonaliserbara med
reella egenvirden och egenvektorerna ér ortogonala. Om vi nu later § vara en sadan
bas av egenvektorer sa ar [f]s diagonal med egenvirdena pa diagonalen, vilka enligt
ovan, ar pa formen (v;, v;). Dvs alla egenvirden &r reella och positiva.

A andra sidan, om A &r Hermitesk si &r Wz Alw]s = [w]jAlv]s for alla v,w € V.
Linjériteten foljer fran matrisalgebra och positivt definit féljer fran att [v]}Afv]s > 0
for alla v # 0, eftersom varje v dr en linjirkombination av egenvektorerna till A, vilka
har positiva egenviirden eftersom A #r Hermitesk (Ovning 11). U
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10. Ortogonala komplementet och adjunkten till en
operator

Givet en delméngd S av R" sa kan vi tala den delméngd som &r vinkelrdt mot alla
vektorer i S. Detta koncept gar att generalisera till godtyckliga inre produktrum.

Definition 10.1. Lat V vara ett inre produktrum och lat S C V' vara en delméngd.
Da definierar vi det ortogonala komplementet till S som

St={veV:{(vs)=0forallascS}.

Notera att S+ inte férindras om vi byter S mot Span(S). Kan dirfor tala om
delrum istéllet for delméngd i definitionen ovan.

Visa att St &r ett delrum av V.

Sats 10.1 (Ortogonala komplementet). Lat V' vara ett inre produktrum och W
ett delrum av V. For varje vektor v € V' sa existerar en unik uppdelning

v =w+w*
dir w € W och wt € W+.
Bevis. Givet en bas {w1,...,w,} och en bas {wi,...,wr} for W+ sa ér
1 1
{wy, ..., Wy, wy, ..., wy,}

en bas for V| eftersom ortogonala vektorer &r linjart oberoende. Av Sats 9.2 [Projektion
pa bas| och Sats 2.2 [Karaktérisering av bas| har vi da att v, pa ett unikt sétt, kan
skrivas som
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Diskussionsfragor

(1) Stammer det att (W+)+ = W?
(2) Hur ér dim(W) och dim(W+) relaterade?
(3) Vad &r {0}+7?

Dela upp z? € R[z] som en summa av en vektor i W = Span(1, ) och en i W+
da vi har den inre produkten
1
(f(2),9(z)) = [ f(x)g(x)dx.

=1l
. J

10.1. Hermiteska adjunkten till en operator. I detta kapitel ska vi visa att, givet
inre produktrum V' och W av &ndlig dimension och en linjar avbildning L: V — W,
kan vi definiera en ny operator L*: W — V som uppfyller att

(L(v), w) = (v, L*(w))

for alla v € V och w € W. Denna operator kallas Hermiteska adjunkten (eller bara
adjunkten) till L. Detta begrepp bor inte forvixlas med den klassiska adjunkten eller
komplementmatrisen till en kvadratisk matris fran Kapitel 6.

( N\

Definition 10.2. Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp k. Da definierar vi
duala rummet V* som mangden av alla linjara avbildningar fran V' till k:

VY =Homy(V, k) = {f: V — k| f ar linjar} .

(En annan notation for V'V ar V*).

Sats 10.2 (Dual och dimension). Om V' dr ett dndligt-dimensionellt vektorrum

over en kropp k sd dar V'V ocksd ett dndligt-dimensionellt vektorrum éver k med
dim(VVY) = dim(V).

Beuvis. Detta foljer av att om {vy,...,v,} &r en bas for V sa ér

oY v
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en bas for V'V, dar v;: V — k ar den linjara avbildning som ges av

1 i=j
Vv
Y(v:) = . [l
v, (vj) {Oz' ;

Av axiomen for inre produkter foljer att for varje w € V sa ar avbildningen
(—,w): V — k given av v — (v, w) linjar. Vi kan definiera en linjar avbildning av
vektorrum V' — V'V genom att skicka w till (—, w). Foljande sats ar falsk om vi inte
antar att V' ar av dndlig dimension.

Sats 10.3 (Dualitetssatsen). Om V' ar ett inre produktrum av andlig dimension
sa dar avbildningen V.— VY given av v — (—,0) en isomorfi av vektorrum.

Beuvis. Detta foljer av att avbildningen (—,7) &r noll om och endast om v = 0 (av
axiomen for inre produkter), dvs det enda element som avbildas pa nollavbildningen
ar noll. Av [Injektivitetssatsen| (Sats 3.2) dr avbildningen dérmed injektiv. Av Sats 3.4
[Bijektionssatsen| &r den ockséa surjektiv eftersom V' och V¥ har samma dimension.
Alltsa ar avbildningen en isomorfi. U

Visa att dualen till k[z] dr isomorf med kN, vilken i sin tur dr isomorf med
vektorrummet av alla formella serier k[[z]].

Antag nu att vi har en linjar avbildning L: V — W mellan inre produktrum
av andlig dimension. Detta ger nu en avbildning (L(—),w) fran V' till k {or varje
w € W, vilken vi ser dr linjir genom att uttrycka den som kompositionen (—, w) o L.
Av |Dualitetssatsen| (Sats 10.3) vet vi da att det existerar en unik vektor v € V
sadan att (L(—),w) = (—,v’). Vi kommer att definiera adjunkten L* genom att sitta
L*(w) ="

( )

Definition 10.3. Lat L: V — W vara en linjar avbildning mellan inre produkt-
rum av dndlig dimension. D& definierar vi den Hermiteska adjunkten (adjunkten,
adjungerade avbildningen) till L som den unika funktion L*: W — V sadan att

(L(=),w) = (=, L (w))

for alla w € W.
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Sats 10.4 (Adjunkten &r linjar). Om L: V — W dr en linjir avbildning mellan
inre produktrum av andlig dimension sa ar adjunkten L*: W — V' ocksa en linjar
avbildning.

Beuvis. For alla v,w € W och a € k sa har vi

(—, L*(av + w))

(L(—),av 4+ w)

a(L(=),v) + (L(=), w)
<_7 L*(U» + <_7 L*(w)>

—,al*(v) + L*(w)) .

i
gl

—~

Av Ovning 9.1 (5) foljer da att L*(av +w) = aL*(v) + L*(w), dvs L* ar linjar. O

Nu ska vi se hur matrisen for L* relaterar till matrisen for L med avseende pa
ortonormala baser. Anledningen till att vi behover anvéanda oss av ortonormala baser ar
att sjilva matrisoperationen A — A* gar att definiera utan att ha valt inre produkter,
medan L* kommer att bero pa valet av sadana. De inre produkterna paverkar alltsa
vilka ortonormala baser som finns tillgéngliga.

Diskussionsfragor

(1) (Kuggfraga) Vad ar adjunkten till z — Z fran C till C med den vanliga
inre produkten (21, 20) = 21237

(2) Vad ar adjunkten till z — iz fran C till C med den vanliga inre produkten
(21, 22) = 21227

(3) Vad ér adjunkten till L: R* — R? (med standard inre produkt) given av

matrisen
1 1
— ?
[L] € (O 1) *

Exempel 10.1. Lat L: C? — C? vara den linjéra avbildningen given (i standard-

basen) av matrisen
a b
L) = (c d)
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Med den vanliga inre produkten foér C? har vi da att
(L(z,y), (@', y) = ((az + by, cx + dy), (', 1))

= (ax + by)x’ + (cx + dy)y’
= z(ar’ + cy') + y(ba' + dy’)
= {((z,9), (@az’ + ey, br’ + dy')),

dvs, adjunkten till L har matrisen

= (

Sats 10.5 (Matris till adjunkt). Ldit V' och W wvara inre produktrum av dndlig
dimension och lit B och v wvara ortonormala baser for V. respektive W. Om
L:V — W dr en linjar avbildning sa galler att

L5 = (L1}

o R
QU ol

) =1zl

Bevis. Vi tittar pa hur L* verkar pa basvektorerna i 7. Antag att 8 = {vy,...,v,}
och v = {wy,...,wy,}. Da har vi att

Uj) = Z Qi5W;
i=1
dér [L]; = (aij). Av definitionen av adjunkten har vi da att
(vj, L (wr)) = (L(v;), wi)

n
= E Q;5W;5, Wi
i=1

= a1j<wl,wl>
= a,

eftersom ~ ar ortonormal. Detta séger alltsa att L*(w;) = Z?Zl a;;vj, vilket ger att

L8 = (@) = (L]} O

Sats 10.6 (Egenskaper hos adjunkt). Lat V' och W vara inre produktrum av dndlig
dimension och lat L: V' — W wvara en linjdr avbildning. Da gdller foljande:
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(1) (L7)" =
(2) (L+ ) = L*+ M* for alla linjira operatorer M:V — V.
(3) (cL)* =¢L* for alla c € k.

(4) (Lo M)* = M*o L* for alla linjara operatorer M:V — V.
(5) Om L dr inverterbar sd dr dven L* inverterbar och (L™')* = (L*)~*

Bewis. Vi bevisar ett pastaende i taget (och anvinder oss av Ovning 9.1 (5)):

(1) Detta foljer direkt av [Matris till adjunkt| Sats 10.5 efter att vi valt ortonormala
baser.

(2) Forallav € V,w € W har vi (v, (L+M)*(w)) = ((L+M)(v),w) = (L(v),w)+
(M(v),w) = (v, L*(w)) + (v, M*(w)) = (v, (L* + M*)(w)).

(3) For alla v € V,w € W har vi (v, (cL*)(w)) = &(v, L*(w)).

(4) Detta foljer av motsvarade pastaende for matriser och (Sats 10.6 [Matris till
adjunkt]).

(5) For alla v,w € V har vi (v,w) = (v,L(L7'(w))) = (L*(v), L7 Yw)) =
((L7Y*L*)(v),w), vilket ger att (L™1)* = (L*)~'.

U
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11. Normala och sjalvadjungerade avbildningar

I Kapitel 7 sag vi att en operator L: V — V ar diagonaliserbar om och endast om
det finns en ordnad bas av egenvektorer till L och i Kapitel 8 studerade vi kriterier
for diagonaliserbarhet. I detta avsnitt ska vi studera nér ett inre produktrum V har
en ortonormal bas av egenvektorer till en operator L: V — V.

Definition 11.1. En linjar operator L: V' — V pa ett inre produktrum V kallas
normal om LL* = L*L.

Sats 11.1 (Egenskaper hos normala operatorer). Ldt L vara en normal operator
pa ett inre produktrum V. Da gadller foljande:
(1) [|[L)|| = IL*(v)]|| for allav € V.
(2) Operatorn L — cI dr normal for alla ¢ € k.
(8) Om v dr en egenvektor till L med egenvirde A sa dr v ocksa en egenvektor
till L* med egenvirde \.
(4) Egenvektorer till L som hor till olika egenvdrden dr ortogonala.

Bewis. (1) Vi har att
IL@)II* = (L(v), L(v)) = (v, L"L(v)) = (v, LL*(v)) = (L*(v), L*(v)) = [IL*(v)[|*.
(2) Vi har att
(L —el)(L — cI)* = (L — eI)(L* — )
= LL* —cL* —¢L + |c]*I
=(L—cl)"(L—cI).

(3) Antag att v ar en egenvektor till L med egenvéirde A. Eftersom L — Al &r normal
av (2), sa har vi, av (1), att

0 =[I(Z = AD@)]| = (L = AD)* ()| = IL*(v) = X],

vilket ger att L*(v) = Av. (4) Antag att v och w ir egenvektorer till L med egenviirden
A respektive u, dar A # . Da har vi att

Mo, w) = (L), w) = (v, I (w)) = p(v, w) .
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Eftersom A # u s& maste alltsa (v, w) = 0.
U

Sats 11.2 (Karaktérisering av normala operatorer). En operator L pd ett inre
produktrum over C (eller mer generellt sadan att pr(x) splittrar) dr normal om
och endast om det finns en ortonormal bas av egenvektorer till L.

Bevis. Antag forst att L ar normal och att det karaktéaristiska polynomet splittrar.
Vi anvéander oss av induktion 6ver dim V. Om dim V' = 1 sa ar varje vektor i V' en
egenvektor till L och vi kan vélja en ortonormal bas bestaende av en egenvektor. Antag
nu att pastaendet géller for alla inre produktrum med dimension mindre &n n och
lat V' vara ett inre produktrum med dim V' = n. Eftersom pg(z) splittrar i linjara
faktorer sa finns ett egenvirde A till L. Lat v vara en normerad egenvektor till L med
egenviirde \. For varje w € Span(v)t giller att L(w) € Span(v)*:

(L(w),v) = (w, L*(v)) = (w, W) = 0.

Lat L' vara restriktionen av L till Span(v)t. DA ér L' en operator pa det inre
produktrummet Span(v)* med dimension n — 1 och p(z) = (A — x)pr. Dvs pp
splittrar i linjara faktorer. Notera att L’ &r normal eftersom L &r normal och det for
alla u,w € Span(v)t giller att (u, (L')*(w)) = (L'(u),w) = (L(u),w) = (u, L*(w)),
dvs (L')*(w) = L*(w). Av induktionsantagandet finns en ordnad ortonormal bas
{va,...,v,} for Span(v)* s& att [L'](y,,. ..} dr diagonal. Detta bevisar att [L]s &r

.....

diagonal dér 8 = {v,vs,...,v,} (ortonormal) eftersom

[L]ﬁ=<é [L’]{:j ..... vn})

(dér 0 betyder en nollkolumn/rad). Vi har alltsd funnit en ortonormal bas av egenvek-
torer till L.

Omvént, antag att L har en ortonormal bas [ bestaende av egenvektorer till L. Da
dr matrisen [L]s diagonal med egenviirdena pa diagonalen. Alltsa &r éven [L*]z = [L]};
diagonal med komplexkonjugerade egenvirden till L pa diagonalen. Alltsa har vi att

[LL*]s = [L]s[L]; = [L]3[L]s = [L*L]s. Dvs, LL* = L*L. 0

Definition 11.2. En linjdr operator L: V — V pa ett inre produktrum V kallas
sjalvadjungerad (eller hermitesk) om L = L*.
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Exempel 11.1. Varje matrisrepresentation av en inre produkt ar sjilvadjungerad
(Se Sats 9.5).

Varje sjalvadjungerad operator &r normal med reella egenvirden.

(. J

Lemma 11.3. Lat L: V — V wara en sjilvadjungerad operator pa ett inre
produktrum av dndlig dimension éver R eller C. Da dr alla egenvdrden till L reella
och det karaktdiristiska polynomet splittrar i linjira faktorer pr(zx) (dven dd k =R).

|\

Beuvis. Lat v vara en egenvektor till L med egenvarde A. Da har vi att

vilket ger att A = X eftersom (v,v) > 0. Det visar alltsa att alla egenviirden #r reella.
Det aterstar att visa att det finns tillrackligt med reella egenvirden for att splittra
det karaktéristiska polynomet. VAlj en ortonormal bas for V. Da dr matrisen [L]s
sjalvadjungerad. Denna matris definierar en linjér avbildning R™ — R"™, men ocksa en
linjér avbildning C* — C™. Dessa tva linjara avbildningar har samma karaktéaristiska
polynom eftersom bada kan beridknas med hjélp av matrisen [L]s. Detta karaktéristiska
polynom splittrar i linjdra faktorer 6ver C och eftersom alla egenvirden ar reella sa ar
alla linjara faktorer definierade 6ver R och py(z) splittrar i linjara faktorer éver R. [

Sats 11.4 (Karaktérisering av sjdlvadjungerade operatorer). En operator L: V —
V' pa ett reellt vektorrum av dndlig dimension n dr sjalvadjungerad om och endast
om det finns en ortonormal bas av egenvektorer till L.

Beuvis. Existensen av en ortonormal bas av egenvektorer till L foljer direkt av Lemma
11.3 i kombination med [Karaktérisering av normala operatorer| Sats 11.2.

Antag omvéant att det finns en ortonormal ordnad bas  av egenvektorer till L. Av
Sats 11.1 [Egenskaper hos normala operatorer| och Ovning 11 har vi [L] = [L*], dvs.
L=1L" O
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Diskussionsfragor

(1) Vad kan vi séga om egenvirdena till LL* d& L &r normal?

(2) Ar matrisen
1 -1
=G )

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?

(3) Ar matrisen
00
5= (s o)

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?
(4) Ar matrisen

sjalvadjungerad? normal? diagonaliserbar? inverterbar?
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12. Unitara och ortogonala avbildningar och
QR-faktorisering

I forra kapitlet tittade vi pa vad det innebér att en operator L pa ett inre produktrum
V' (6ver C respektive R) har en uppsittning ortonormala egenvektorer som utgor en bas
for V. I detta kapitel ska vi undersoka vad som hénder da vi lagger till det ytterligare
antagandet att alla egenvéirden till L har norm 1, dvs. de ligger pa enhetscirkeln i det
komplexa talplanet. Som vi kommer att se &r det precis dessa L som bevarar normen
av vektorer.

Visa att en linjar avbildning L: V' — W bevarar inre produkten om och endast
om L*L =1.

. J

( B

Definition 12.1. Lat V och W vara inre produktrum 6ver en kropp k. En linjar
avbildning L: V' — W ségs vara en isometri om ||L(v)|| = ||v]| for alla v € V.

\ J

Det ar klart att varje isometri ar injektiv. Det ar ocksa klart att varje avbildning
som bevarar inre produkten &r en isometri, eftersom ||v|| = \/(v,v). Det visar sig att
aven det omvéanda galler, dvs. varje isometri bevarar inre produkten.

Sats 12.1 (Isometrier). Lit L: V. — W wara en linjir avbildning mellan inre
produktrum éver en kropp k. Foljande egenskaper dar ekvivalenta:

(1) L bevarar inre produkten.

(2) L*L =1.

(3) L dr en isometri.

Beuvis. Det ér klart att (1) dr ekvivalent med (2) och att (1) implicerar (3). Vi visar
att (3) implicerar (1). Antag att (3) géiller. Da k = R sa pastar vi att

oy = W 0IP = Il = ol
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Detta foljer fran att
lv+wl* = (v +w, v+ w)

= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= [Jol]* + 2(v, w) + lw]]*.

Néar k£ = C sa kan vi dela upp i realdel och imaginérdel och vi pastar att:

(v, w) = R, w) + (v, w)
_ ol = [l = ol o+ dwl = o) = Jw)?
- 2 2 ’

Vi har redan visat att den forsta delen ger den reella delen av (v, w). Vi visar att den
andra delen ger den imagindra delen. Kom ihég att varje komplext tal a + ib uppfyller
Sz :=0b = 5(Z — 2). Vi har da att

v+ iw|)® = (v + iw, v + iw)
= (v,v) +i{v,w) + i(w,v) + (w,w)
= (v,v) + (v, w) — i{v,w) + (w, w)
= [[oll* = 2iS((v, w)) + [[w]*,
vilket visar pastaendet. 0

Exempel 12.1. En linjar operator L: V — V som bevarar den inre produk-
ten behover ej vara surjektiv om V' har odndlig dimension. Ett exempel ges av
vektorrummet

(0.9}
2 = {(z1,22,73,...) | 2; € R,Zm? < o0}
i=1

med den inre produkten ((zi,x,...), (Y1,Y2,...)) = D ooy 2;y; och den linjdra
avbildningen L: % — ¢* som skickar (zy,xs, 3, ...) till (0,21, z9, x3,...). Denna
avbildning bevarar inre produkten eftersom

(L(v), L(w)) = {(0, 1, x2, 23, . . .), (0, Y1, Y2, Y3, - - .)) = (v, W)

for alla v,w € £2.

Nésta sats visar dock att om V' har dndlig dimension sa ar varje isometri V' — V
en isomorfi av inre produktrum.
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Foljdsats 12.2 (Unitéra operatorer). Lat L vara en linjir operator pd ett inre
produktrum V av dndlig dimension. Foljande dr ekvivalent:
(1) LL* = [*L = I.
(2) (Lv, Lw) = (v,w) for alla v,w € V.
(3) Fér varje ortonormal bas B for V' sa dr L(B) ocksa en ortonormal bas for
V.
(4) Det existerar en ortonormal bas  for V sdadan att L(5) ocksd dr en

ortonormal bas for V.
(5) || Lv|| = ||v|| for allav e V.

Beuvis. Att (1), (2), (5) &r ekvivalenta sag vi i Sats 12.1. Vi visar att (2) implicerar (3).
Anta att (2) géller. Av (1) vet vi att L &r en isomorfi och darmed &ar L(/3) en bas for
varje bas 3. Av (2) foljer att L(f) &r ortonormalt, vilket ger (3). Att (3) implicerar (4)
foljer av Gram-Schmidt eftersom V' har dndlig dimension. Antag nu att (4) géller. Da
giller (2) for alla basvektorer i § och darmed for alla vektorer i V' genom linjéritet,
vilket ger (2). O

Definition 12.2. En operator L pa ett inre produktrum V éver C (6ver R) sigs
vara unitdr (ortogonal) om den uppfyller de ekvivalenta villkoren i Sats 12.2.

Foljdsats 12.3. For en linjar operator L pa ett inre produktrum V' éver en kropp
k gdller foljande:

(1) Om k = C sda dr L unitir om och endast om det finns en ortonormal
bas for V bestiende av egenvektorer till L med tillhérande egenvdirden pa
enhetscirkeln.

(2) Om k = R sa ar L ortogonal och sjilvadjungerad om och endast om
det finns en ortonormal bas for V bestiende av egenvektorer till L med
tillhorande egenvirden pa {—1,1}.

Bevis. Antag forst att L &r unitér (ortogonal och sjélvadjungerad). Da har vi fran Sats
11.2 (Sats 11.4) att det finns en ortonormal bas for V' bestaende av egenvektorer till L.
Om v dr en sadan egenvektor med egenvérde A sa har vi ||v|| = || Lv|| = |[\v]| = |Al[|v]]-
Eftersom v # 0 sa &r ||v|| # 0 och dédrmed méaste || = 1.

Omvént, anta att det finns en ortonormal bas 3 for V' bestaende av egenvektorer till L
med tillhérande egenvéirden pa enhetscirkeln (pa {—1,1}). Da ar L diagonaliserbar med
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enhetsmatris som diagonalmatris i denna bas, vilket visar att L &r unitir (ortogonal
och sjélvadjungerad). O

Sats 12.4 (Unitdra matriser). En n X n-matris M uppfyller M*M = I om och
endast om dess kolumner bildar en ortonormal bas for k™.

Bevis. Antag att M har kolumner vy, ..., v,. Da har vi (M*M);; = vlv; = (v;,v;) =
dij, dar 0;; &r Kroneckers delta. Alltsa &r M*M = I om och endast om kolumnerna
v1, ...,V bildar en ortonormal bas for k" (Féljdsats 9.3). O

Definition 12.3. En n x n-matris M sédgs vara unitdir (eller ortogonal om k = R)
om M*M = 1.

Notera att M*M = I om och endast om MM* = I. Alltsd ar M inverterbar med
invers M~ = M*.

Foljdsats 12.5. Determinanten av en unitir (eller ortogonal) matris dr av
absolutbelopp 1.

12.1. QR-faktorisering. I det hir avsnittet ska vi visa att varje m X n-matris A
(med m > n) kan skrivas som produkten av en unitér (eller ortogonal) matris () och
en Ovre triangular matris R, det vill siga A = QR:

i Tiz - Tin
0 7o -+ Ty
. | . |
V1 Vg o Up |l =lur us o Uy 0 0 - 7ryy
. | . | 0 0 - 0
0 0 0

Sats 12.6 (QR-faktorisering). Varje m x n-matris A (med m > n) kan skrivas
som produkten av en unitar (eller ortogonal) matris Q) och en ovre trianguldr

matris R, det vill sdga A = QR.
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Bevis. Vi anvinder Gram—Schmidts metod for att konstruera ) och R. Lat A ha
kolumnerna aq,as,...,a, och lat uq,...,u, vara de normerade vektorerna vi far
om vi utfor Gram—-Schmidts metod. Utvidga dessa till en ortonormal bas for £™:
{uy, ..., un, Uns1,. .., up}. Definiera nu R genom R;; = (a;,u;) for 1 <i < j < n.
Det foljder da fran [Projektion pa bas| Sats 9.2 att A = QR. O

Foljdsats 12.7. Varje m x n-matris A (med m < n) kan skrivas som produkten
av en undre trianguldr matris L och en unitdr (eller ortogonal) matris Q, det wvill

saga A = LQ).

Bevis. Av QR-faktorisering kan vi skriva A7 = QR dér Q dr en unitér (eller ortogonal)
matris och R ar en 6vre trianguldr matris. Tar vi transponatet igen sa far vi A =
(ATYT = RTQT dir RT &r en undre trianguldr matris och Q7 dr en unitér (eller
ortogonal) matris. O

Exempel 12.2. Lat

1 -1
A=10 2
1 1

Vi applicerar Gram—Schmidts metod: Forst normaliserar vi den férsta kolumnen
och far u; = \%(1, 0,1)T. Sedan ortogonaliserar vi den andra kolumnen mot wu;

(den &r faktiskt redan ortogonal mot w;):

1
up = (—1,2,1)" — 5((=1,2,1), (1,0, 1))(1,0, T
= (-1,2,1)"
och normerar: uy = \/Lg(—l, 2, 1)T. Vi far en tredje vektor, ortogonal till bade u;
och uy genom att ta kryssprodukten (ldngden ar oviktig):
1 -1 -2
up =10 x| 2 | =[-2

1 1 2




ERIC AHLQVIST

80




MM5012, LINJAR ALGEBRA HT 2025 81

13. Singularvardesuppdelning

I det har kapitlet ska vi titta pa generella linjara avbildningar L: V' — W mellan
inre produktrum och se hur vi kan vélja baser for V respektive W for att fa en sa
enkel beskrivning som méjligt av L.

Sats 13.1 (Singuldrviardesuppdelning). Lt L: V' — W wvara en linjir avbildning
mellan dndligt-dimensionella inre produktrum over k = R eller C. Da finns det
ortonormala baser {vy,...,v,} for V och {w,...,wy} for W samt positiva reella
tal oy > 09> -+ > 0, >0 (dirr =rk(L)) sd att

L(vi) ow; oml<i<r, (13.1)
Vi) = . 5
0 omr<i<n.

A andra sidan, om (15.1) galler s dr vy, ..., v, egenvektorer till L* L med tillho-
rande egenvirden o?,...,0%,0,0,...,0. Alltsd ir o1, ..., o, unikt bestimda.

I T

Bevis. Notera att L*L &r sjilvadjungerad och att (L*L(v),v) = (L(v), L(v)) > 0 for
alla v € V. Detta innebar att L*L har icke-negativa reella egenvirden. Av Sats 11.4
finns en ortonormal bas {vy,...,v,} for V bestaende av egenvektorer till L*L. Vi kan
rangordna de positiva egenvirdena A; > Xy > --- > A, > 0 och sitta o; = /\; for
i=1,...,r. Valj nu {wy,...,w,} genom

1

Déa &r wy, ..., w, ortonormala, eftersom |w;|| =1 och (w;, w;) = ——(L(v;), L(v;)) =
i0j

#%(L*L(vi), vj) = J’\—%@Z, v;j) = 0;; och vi kan komplettera med m —r stycken vektorer

for att fa en ortonormal bas {wy, ..., w,, wyi1,..., Wy} or W. For ¢ > r har vi att

L(v;) = 0 eftersom v; ar en egenvektor till L* L med egenvérde 0. Detta visar existensen
av baser som uppfyller (13.1). O
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Definition 13.1. De icke-negativa talen oy, ..., 0, 1 Sats 13.1 kallas for (positiva)
singuldrvirden till L. Om r &r mindre &n bade m och n sa utvidgar vi singulérvér-

dena till att inkludera 0,1 =0, ..., Omin(mm) = 0. Dvs. singuldrvérdena till L ar
de icke-negativa talen o1, . .., Omin(m,n), dér exakt min(m, n) — rk L stycken &r noll.
Diskussionsfragor

(1) Vad é&r singulérvéirdena till den linjéra avbildningen C — C som skickar z
till iz om vi tar (21, 22) = 2123 som inre produkt pa C som vektorrum 6ver
C?

(2) Vad &r singulérvirdena for samma avbildning om vi istéllet ser C som
vektorrum 6ver R med inre produkten (a + ib, ¢ + id) = ac + bd?

Visa att en linjar operator L: V' — V uppfyller ||L(v)| = [|v| for alla v € V om
och endast om alla dess singularvarden &r lika med 1.

- J

Exempel 13.1. Betrakta den linjara avbildningen L: Rlz]<; — Rlz]<s som ges
av f(z) — [y f(t)dt. Vi har inre produkter som pé béda rummen definieras av

(f,9) = /0 F(t)g(t) dt.

Lat oss nu bestdmma singulérvirdena till L med avseende pa dessa inre produkter.
Vi borjar med att ta fram matrisen till L med avseende pa tva ortonormala baser.
Med hjélp av Gram-Schmidts metod hittar vi en ortonormal bas for R{x]<s:

B={v=1, U2:\/§(2$—1)},
och en ortonormal bas for R[z]|<s:
y={wi =1, wy=+v32z—-1), ws=V5(62%—6z-+1)}.

Léat e = {1, x,2%}. D4 ér basbytesmatrisen fréan v till € och dess invers lika med

1 —vV3 V5 1 % %
5=10 238 65|, [1=|0 55 373
0 0 6v5 0 0 4=
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Vi berdknar nu L(v;) och L(wvy):

x 0
L(Ul) = / ldt =x = [L(Ul)]s = 1
v 0
z 0
L(vs) = / V32 —1)dt = V3 —2) = [Lw)]. = | =3
: J3
1 _ V3
6
Applicerar vi [1] far vi [L(v)], = % och [L(vg)], =1 0 |. Alltsa far vi
V3
! o5
1 3
m=|ss © @y = 2 ¥ 0
[]g— 2v/3 oc ([]ﬁ)—_ﬁ 0 3|
0 B 6 6v/5
6v/5
vilket betyder att
1 _ 3
(L= %5 2
12 10

Denna matris har egenvirden 13i2‘ﬁ och singulérvirdena &ér kvadratrétterna till

dessa;:
/13 + 2v/31 [13 — 2\/3_1

Notera har att 13 — 2v/31 > 0 eftersom 31 < 36 = 62 och 13 — 24/36 = 1. Alltsa
ar bada vardena positiva, vilket stdmmer med satsen om singularvirden.
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14. Bilinjara och kvadratiska former

Vi ska nu studera ett klassiskt begrepp inom linjar algebra, namligen bilinjira och
kvadratiska former.

14.1. Bilinjara former. Vi borjar med att definiera bilinjara former.

Definition 14.1. Lat V vara ett vektorrum &6ver en kropp k. En funktion
VXV =k

kallas for en bilinjdr form om den &r linjar i varje argument, det vill sdga: for
varje v € V s& ar funktionerna f(—,v): V — k; w — f(w,v) och f(v,—): V —
k; w— f(v,w) linjara.

'a \

Exempel 14.1. Om A € M, (k) s& definierar vi en bilinjar form f: k" x k" — k
genom

fla,y) =2 Ay
for alla (kolumnvektorer) z,y € k™. Detta dr en bilinjir form eftersom matris-

multiplikation distrubuerar 6ver addition och skaldrmultiplikation: (aB + C)A =
aBA+ CA och A(aB+ C) =aAB+ AC.

2 -1\ . .
T.ex. om A = <3 1 ) sa ar
RZ2xR? >R

@ @ o) (5 7 (4)

= 211Y1 — T1Y2 + 3T2y1 + T2y

en bilinjar form.

Som vanligt nir vi betraktar funktioner till en kropp kan vi definiera addition och
skaldrmultiplikation av bilinjarformer punktvis: om f,g: V x V — k é&r bilinjérformer
och a € k sa definierar vi

(f +9)(v,w) = fv,w) + g(v,w) och (af)(v,w)=af(v,w)
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for alla v,w € V. Det ar latt att se att f + g och af ocksa ar bilinjarformer. Darmed
bildar méngden av alla bilinjarformer pa V' ett vektorrum 6ver k, vilket vi betecknar

med Bil(V).

Sats 14.1 (Matrisrepresentation av bilinjara former). Lt V vara ett andligdimen-
stonellt vektorrum over en kropp k och lat f: V x V. — k vara en bilinjir form.
Om vi vdljer en bas 8 = {v1,...,v,} for'V sd ar avbildningen

Bil(V) = Myxn(k)
f=lfls = (f(vi7vj))1§z’,j§n

en isomorfi av vektorrum.

Beuwis. [

Foljdsats 14.2. Om V' dr ett dndligdimensionellt vektorrum dver en kropp k och
B dr en ordnad bas for V' sa har vi

flv,w) = [v]s1flslwls

for alla v,w € V' och alla bilingdrformer f: V xV — k.

Beuwis. [l

Vi ska nu se hur matrisrepresentationen av en bilinjar form fordndras nar vi byter
bas.

Sats 14.3 (Basbyte for bilinjara former). Lat V' wvara ett dandligdimensionellt
vektorrum éver en kropp k och lat f: V XV — k vara en bilinjir form. Om 3 och
~ ar ordnade baser for V' sa gdller

[fly = (15 [f1sl115-

Bevis. Av Foljdsats 14.2 récker det att notera att de bilinjara former som definieras

av [f], respektive ([I]5)"[f]5[1]7 i basen v ér lika:

[l [f]5[w], = f(v,w),
Wy ()T [F11115) [wly = (15l L[5 [w],) = [W]5[flslwls = fv,w)
for alla v,w € V. O
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14.2. Symmetriska bilinjara former. Vi ska nu studera bilinjira former vars
matrisrepresentation dr symmetrisk (i varje ordnad bas).

Definition 14.2. En bilinjar form f: V x V — k kallas symmetrisk om f(v, w) =
f(w,v) for alla v,w € V.

Sats 14.4 (Matrisen till en symmetrisk form). Lit V' vara ett andligdimensionellt
vektorrum éver en kropp k och lat f: V XV — k vara en bilinjar form. Foljande
pastaenden dr ekvivalenta:
(i) [ dr symmetrisk.
(i1) [f]p dr en symmetrisk matris for nagon ordnad bas ( for V.
(i11) [f]p dr en symmetrisk matris for alla ordnade baser B for V.

Bevis. Om f &r symmetrisk s& ar [f]s symmetrisk for varje ordnad bas § eftersom

([f]ﬁ)ij = f(vi,v;) = flvj,vi) = ([f]ﬁ)jz‘

for alla 1 < 4,5 < n. Dvs (i) implicerar (iii). Det dr vidare klart att (iii) implicerar (ii).

A andra sidan, om [f]s &r symmetrisk for nagon ordnad bas § si ér f symmetrisk
eftersom alla vektorer i V' kan skrivas som linjarkombinationer av basvektorerna. Detta
visar att (ii) implicerar (i). O

14.3. Kvadratiska former. Vi ska nu definiera ett klassiskt begrepp inom linjar
algebra, namligen kvadratiska former.

Definition 14.3. En kvadratisk form pa ett vektorrum V 6ver en kropp k &r en
funktion ¢: V' — k sadan att det finns en symmetrisk bilinjar form f: V xV — k

med
q(v) = f(v,v)
for alla v € V.

| J

Exempel 14.2. Om A € M, (k) sa definierar vi en kvadratisk form ¢: k" — k

genom
q(z) = 2T Az
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for alla (kolumnvektorer) x € k™. Detta &r en kvadratisk form eftersom den ar
av formen f(z,z) dar f: k" x k" — k &r den bilinjira formen definierad av

f(z,y) = 2" Ay.
2 =1\ . .
T.ex. om A = <_1 1 ) S& ar

¢: R >R

Y - (_21 —11) (ﬁ;)

= 21;% — 1Ty — Tox1 + x% = Zm% — 21120 + x%

en kvadratisk form.

. J

Sats 14.5. Om q dr en kvadratisk form pa ett dndligdimensionellt vektorrum V
over en kropp k dir 2 # 0 sa finns en unik symmetrisk bilinjir form f: VxV — k
sidan att q(v) = f(v,v) for alla v € V', ndmligen den bilinjdra form f som ges av
1
fv,w) = 5 (g(v+w) — g(v) — g(w))
for alla v,w € V.

Bewis. Detta foljer av att ¢(v +w) = f(v +w,v+w) = f(v,v) + f(v,w) + f(w,v) +
f(w,w) = q(v) + 2f (v, w) + g(w). D
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15. Repetition

I detta kapitel ska vi 16sa ett antal problem som repeterar och sammanfattar det vi
gatt igenom i kursen. Nar vi 10st ett problem &r det viktigt att vi kontrollerar svaret
vi far. Vi kan t.ex. fraga oss:

(1) Ar svaret rimligt givet problemet?
) Kan vi 16sa problemet pa ett annat sitt? Far vi i sa fall samma svar?

) Vilka antaganden har vi gjort och dr de giltiga?

) Om problemet bestar i att hitta nagot enligt en viss definition (t.ex. en
egenvektor, egenvérde, invers till en linjar avbildning, ON-bas, singulérvirde,
etc.), kan vi da verifiera att det vi hittat verkligen uppfyller definitionen?

(2
(3
(4
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